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CALCULS MATRICIELS 1

Chapitre 1: Calculs matriciels

1.1 Définitions de base

Introduction :

Définitions :

Exemples : ¢ La matrice A =(

¢ [La matrice B = (

Notation :
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Une matrice est un tableau rectangulaire formé de nombres réels. Grdce aux
matrices, on peut par exemple codifier dans un méme objet toute l'informa-
tion d'un systéme d'équations.

Nous verrons dans ce chapitre comment effectuer des opérations sur ces
matrices. Nous verrons ensuite comment ['écriture matricielle permet de
mieux appréhender 'étude d'un systeme d'équations. Nous en présenterons
trois méthodes de résolution :

* la méthode de Gauss-Jordan ;

* en utilisant la matrice inverse ;

* la méthode de Cramer.

* Une matrice A = (a;) de type m xn est un tableau rectangulaire
comprenant m lignes et n colonnes formées de nombres réels.

sieme

o L'élément situé au croisement de la i ligne et de la j*™ co-
lonne est not€ a;;.

a, Gy 4 a1,
A= Ay Gy Ay a,,
am] am2 am3 amn

-1

0 2 estdutype .......,a, = ...

1 2 -1

05 6 ) estdutype .......,b,; = ...

Par convention, les matrices se notent par des lettres majuscules
en italique.

2 -1 0

) . 0O 3 4
Soit la matrice B = /5 1 2
9 10 1/2

a) Préciser le type de la matrice B

b) Que valent b,,, b, et by, ?

¢) Dans cette matrice, comment note-t-on le nombre 10 ?
le nombre 8 ?

Ecrire la matrice C =(c;), ol ¢, =(=1)*+(2")-(j)
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Définitions :

* Une matrice de type nxn est dite carrée d'ordre n

* Dans une matrice carrée, la diagonale formée par les éléments
a; s'appelle la diagonale principale.

* Une matrice de type 1xn est appelée matrice ligne.

* Une matrice de type nx1 est appelée matrice colonne.

* Une matrice carrée de type nxn est appelée matrice identité
sia;=0sii#jeta;=1.0nlanote ],

* Une matrice de type mxn composée uniquement de zéro est
appelée matrice nulle. On la note 0,

Un fabricant de composants électroniques vend deux produits
différents a trois clients. Les deux produits sont fabriqués dans
des usines différentes. Les colits de transports de chaque produit,
pour chaque client, sont indiqués dans le schéma suivant :

Client 1
[ ]
50€ 52€
Client 2
Procuit1 <—25€ + ¢ <« P& N b2
55€ 0€
[ ]
Client 3

a) Présenter les informations contenues dans le schéma sous la
forme d’une matrice 2 x 3

b) Quelle information la deuxieme ligne de la matrice contient-
elle ?

¢) Quelle information la troisieme colonne de la matrice con-
tient-elle ?

d) Quelle information a,, donne-t-il ?

3M,,,,— Jt 2022
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CALCULS MATRICIELS 3

Une entreprise compte 524 employés: 1 président, 3 vice-

présidents, 20 cadres intermédiaires et 500 syndiqués. Leurs sa-
laires annuels de base sont les suivants: le président recoit
500'000 €, chaque vice-président, 200'000 €, chaque cadre in-
termédiaire, 100'000 € et chaque syndiqué, 40'000 €. En plus de
leur salaire de base, les employés recoivent une prime annuelle et
des actions de la compagnie. La prime annuelle correspond a 10%
du salaire de base, et chaque employé recoit une action par
tranche de 1'000 € de salaire. La valeur d'une action est de 5 €.
Construisez la matrice de la rémunération des employés de I'en-
treprise de maniere que les lignes représentent les catégories
d'emploi et les colonnes, les différentes modalités de rémunéra-
tion (dans l'ordre ou ces données ont été présentées).

| D Qe (¢ WIS On considere les matrices suivantes :

2 6 01 4

1 2 3
6 -1 2 3 9 2 0
A= 5 1521oB=i‘718C=(02)
0 1 2 5 7
1
0 0 0 2
D=(000) E=| § F=(2 4 6)
-9
15102 7
_ — 2
G=(1) H(016333)

a) Donner le type des 4 premieres matrices.

b) Si possible, donner la valeur de chacun des éléments sui-
Vants © dsy ; ay5 30,530y, 30 3dy, 565,545 Sy

¢) Lesquelles des matrices sont :
des matrices carrées ? Des matrices lignes ?
Des matrices colonnes ? Des matrices identités.

I D Qye- BN Au cours du dernier mois, trois revendeurs de service interurbain
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se sont livré une concurrence féroce. Ces trois entreprises détien-
nent la totalit¢ du marché. L’entreprise 1 a conservé 80% de sa
clientele, mais en a perdu 10% au profit de I’entreprise 2.
L’entreprise 2 a retenu 75% de sa clientele, mais en a perdu 5%
au profit de l'entreprise 3. Enfin, l'entreprise 3 détient toujours
90% de sa clientele, mais elle en a perdu 5% au profit de 1'entre-
prise 2. La matrice de transition T =(tij)'§x3’ qui représente les

mouvements de la clientele, est définie par

1, =part de la clientele de j qui passe a i

Construisez la matrice de transition du marché de l'interurbain.
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1.2 Somme de deux matrices et produit d'une matrice par un scalaire

Définition : Si A = (a;) et B = (b;) sont deux matrices de méme type, leur
somme A + B est la matrice de méme type obtenue en addition-
nant les tableaux élément par élément :

A+B=(c) ,avecc;=a;+Db;

I -1 2 2
Exemple : (0 3 )+(1 0)=

Définition : Si A = (a;) est une matrice de type mxn et si A € R, alors LA
désigne la matrice obtenue en multipliant tous les coefficients de

A par le nombre A:

M = (hay).

2 =172
E l . 4' =
xemple ( | 3 )

a) Calculer, si possible, A + B puis B + A. Que constatez-vous ?

-1 2 3 5 -3 1
A=| 0 -5 4 B=|0 6 -4
4 -2 1 1 2 7

b) Calculer, si possible, %(A + B) puis %A + %B.

Que constatez-vous ?

10 -4 —6 -4
A=| 6 3 B=| 8 -9
8 5 2 3

¢) Calculer, si possible, 2A + 3B. Que constatez-vous ?
-2/3 3

A= 1/2 -2/5 B=(_11 _22 ;)
-1 5

3M,,— Jt 2022



Propriétés :

CALCULS MATRICIELS 5

On a alors les propriétés suivantes
1. A+B=B+A
A+B)+C=A+B+0)
A+0=A

A+(-DA=0,,,

MA + B)=AA + AB
A+WA=2A+ A

7. (MDA = MuA)

pour A, B et C des matrices de type mxn et A, | des réels quel-
conques.

AL N

La vérification de ces propriétés est aisée et laissée en exercice.

Soit A et B deux matrices carrées d’ordre 2. Démontrer les pro-
priétés 1, 5 et 6 ci-dessus.

1.3 Rappels (??) Symbole de sommation.

Notation :

3M,,— Jt 2022

Exemples :

e X est la lettre majuscule sigma de I’alphabet grec, qui corres-

pond a S, la premiére lettre du mot « somme ».

n

* L’expression Eai signifie « effectuer la somme des a, en

i=1

laissant i prendre les valeurs entieres de 1 jusqu’a n ».

e La notation £ est couramment utilisée en mathématique pour

abréger 1’écriture d’une somme de termes.

a) Compléter: 3'+3°+3°+3*+3°+3°4+37 = E

b) Compléter: 2+4+6+8+...+98+100 = E
9

¢) Développer : E(Zi +1) e,

i=4
d) La somme des éléments de la deuxieme colonne d’une ma-

trice A=(aij) S ECTIt oo,
mxn

e) alors que la somme des éléments de la troisieme ligne s’écrit
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7

a) Développer I’expression :Ei2 +1.

imd
b) Ecrire 3 + 5 + 7 + ... + 35 au moyen de la notation X.
¢) Exprimer la somme des éléments de la "™ ligne d’une matrice

A= (aij) au moyen de la notation X.

1.4 Produit de deux matrices

Définition : ¢ Le produit de deux matrices A et B est défini si le nbre de
colonnes de A est €gal au nbre de lignes de B.

* Si A = (a;) est une matrice de type mxn et
B = (b;) est une matrice de type nx p alors

le produit AB = (c;) est la matrice de type m x p définie par :

n

C;= Eaik ’ bkj

k=1

mxp mxn

Exemples : Calculer

3M,,— Jt 2022



Exercice 1.10 :

Exercice 1.11 :

Propriétés :

3M,,— Jt 2022
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Soit les matrices :

123 5 -3 1
A=| 0 =5 4 B=(10 c=| 0 6 -4
4 21 b 12 7
10 -4
D=(10 E=| 6 3 F=127)
11 e s 1 -2 3

3
G-(2 -1 5 4) H=| ©
8
1

Effectuez si possible les opérations suivantes. Si une opération
n’est pas définie, donnez-en la raison.

a) BD b) FE-2A ¢) A? d) F*
e 3)+GH f)LE g) CI, h) AEF
a) Comparer A(BC) avec (AB)C.
-1 2
-1 3 -1 3 2
A ( ) B ( ) c-| 4 =
2 1 I 1 =2 1 2

b) Comparer A(B + C) avec AB + AC.

-1 3 -1 3 4

A=(2 1) B=(1 2 s

¢) Calculer Al, puis ,A.

) 57

0

—_ O O

1
A=(a; detype mxn et I = 0 .
0 O
Le produit matriciel vérifie les propriétés suivantes
1. A(BC) = (AB)C avec A, ,B,,, et C,,
2.Al,=1,A=AavecA,,, et les matrices identités /, et I,

3.AB+C)=AB+ACavecA, etB,  ,C,,.
4.(A+B)C=AC+BCsiA,,, ,B

nxp o

et C,y,.

mxn

La vérification de ces propriétés est aisée et laissée en exercice.
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ID'CY IRV Trouver la matrice X qui vérifie 2X + 3(A + B) = CD ou

Exercice 1.13 :

Un auteur de manuels scolaires a écrit un livre d'algebre, un
livre de calcul et un livre de statistiques, codés respectivement 1,
2 et 3. Au début de I'année, les deux entrepdts de 1'éditeur ren-
ferment 10’000 exemplaires des livres de cet auteur, dont 3’000
copies du manuel de calcul et 1’000 copies du manuel de statis-
tiques. Le premier des deux entrepdts contient 4’000 exem-
plaires des ouvrages de l'auteur, dont 1’000 copies du manuel
d'algebre et 2°000 copies du manuel de calcul.

a) Ecrivez la matrice A de l'inventaire des ouvrages de I'auteur
dans les deux entrepdts de 1'éditeur. Les éléments de la ma-
trice doivent respecter 1'ordre utilisé dans le tableau suivant.

Inventaire des livres de 1’auteur

Algebre Calcul Statistique
@ @) 3)

Entrepdt 1

Entrepdt 2

b) L'éditeur prévoit de vendre au cours de l'année 30% des
exemplaires de chaque ouvrage stockés dans chacun des deux
entrepoOts. Si les prévisions de 1'éditeur se réalisent, quelle
opération matricielle sur A permet de dresser l'inventaire a la
fin de 1'année?

¢) Si les prévisions de 1'éditeur se réalisent, quelle sera la ma-
trice d'inventaire a la fin de I'année ?

d) Quelle matrice V donne la prévision du nombre d'exemplaires
de chaque ouvrage vendus pour chaque entrepot ?

L’éditeur vend les manuels d'algebre 20 € 1'unité, les manuels
de calcul 25 € 1'unité et les manuels de statistiques 30 € 1'unité.

e) Ecrivez la matrice des prix P = ( p,j)3 .

f) Comment doit-on interpréter la matrice R = VP ?
g) Que vaut la matrice R ?

3M,,— Jt 2022



Exercice 1.14 :

Exercice 1.15 :

Mise en garde :

Exercice 1.16 :

CALCULS MATRICIELS

sia=| 0 0| e p=| 00

1 0 1 0

a) Calculer AB

b) Quel étrange résultat obtenez-vous ?

. 10 0 1
sias(! %) ne(0 1)

a) Calculer AB puis BA
b) Quel étrange résultat obtenez-vous ?

9

* Le produit de deux matrices non nulles peut étre nul. Il faudra

en étre attentif lors de la résolution d’équations matricielles.

* Le produit de deux matrices n’est en général pas commutatif.
Les manipulations algébriques de matrices seront délicates.

Déterminer 2 matrices carrées A et B d’ordre 2 tels que

a) AB=BA b) AB = -BA

I CY IRV Donner une condition nécessaire et suffisante pour avoir

Exercice 1.18 : IS A=( I
0

3M,,— Jt 2022

(A+B)YA—B)=A>— B

1 .
| ),montrer, pour toutne IN', A" =(

1 n

0

1

|



10 CHAPITRE 1

IDCWIBUEN Une diététicienne, qui travaille dans un hdpital, fait préparer

trois types de déjeuners pour répondre aux différents besoins
alimentaires des patients. Chaque déjeuner contient deux ali-
ments composés de protéines, de fibres et de matieres grasses.
Les quantités (en grammes) de chacune de ces composantes, par
portion de 30 g d'un aliment, sont données par la matrice A.

Aliment 1 Aliment 2
3 5 Protéines
A= 13 1 Fibres
1 2 Gras

Chaque déjeuner contient au total 30 g des deux aliments, dans
les proportions indiquées par la matrice B.

Déjeuner 1 Déjeuner 2 Déjeuner 3

B 0,8 0,6 0,4 \ Aliment1
(0,2 0,4 0,6

Aliment 2

a) Interprétez la valeur de a,, dans le contexte donné. N'oubliez
pas d'indiquer les unités de mesure dans votre réponse.

b) Interprétez la valeur de b,, dans le contexte donné. N'oubliez
pas d'indiquer les unités de mesure dans votre réponse.

¢) Que représente la deuxieme colonne de la matrice A ?

d) Pouvez-vous interpréter le produit matriciel BA ?
Si oui, calculez ce produit et donnez-en le sens.

e) Pouvez-vous interpréter le produit matriciel AB ?
Si oui, calculez ce produit et donnez-en le sens.

1.5 Inverse d'une matrice

Définition :

Exemple :

Soit A est une matrice carrée d’ordre n. S’il existe une matrice B
telle que :
A-B=1=B"A,
alors B est appelée la matrice inverse de A (codée A”).

3/5 1/5

15 —2/5 ) est la matrice in-

Montrer que la matrice B =(

2 1
A= )
verse de ( 1 3 )

3M,,,,— Jt 2022
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CALCULS MATRICIELS 11

IO GBI Retrouver, parmi les matrices proposées, celles qui sont inverses

Exercice 1.21 :

Théoreme : e Pour une matrice d'ordre 2,si A= ( a
c

Exercice 1.22 :

Exercice 1.23 :

3M,,— Jt 2022

I’une de ’autre.

a2 -3 gl 217 =317 c| -7 3
5 -7 1/7 277 -5 2
1 -1 0 -7 3 -1
D=| 3 2 1 E=|5 2 1
11 3 8 3 -1
-7 3 -1
F= _21 ;) G=|-8 3 -1
5 2 1

. 0
Montrer que la matrice A = ( 1

verse.

alors A est inversible et

3

) n’admet pas de matrice in-

Z ) avec ad —bc %0,

-1

=ad

1 d -b
—_ bc —-C a ’

e La condition ad — bc # 0 est nécessaire pour que l'inverse de la
matrice A existe. Nous y reviendrons plus tard.

Montrer qu’effectivement, les 2 matrices proposées dans le théo-
réme ci-dessus sont inverses 1’une de I’autre.

Calculer, si possible, les matrices inverses de :

X

5 4
4 3

X

1/2 1/4
1/3 1/2

bl )
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1.6 Systémes d'équations et matrices

2x+3y=1

Exemple d’introduction : ¢ Considérons le systéme d'équations { X— y=2

Toute l'information du systeme est contenue dans la matrice

A= ( ? _31 ) des coefficients de x et de y et dans la matrice

des termes indépendants B =( ; ).Notons encore X =( ;C )

* Résoudre le systeme revient alors a résoudre 1'équation

A-X=B

Dans le cas présent, on peut montrer que la matrice A est inver-
sible et
=1 -1 -3
AT = 5 ( -1 2 )

On obtient donc aisément la solution du systéme par

AX = B
AN AX) = A'B
(A'A)X = A'B

o (715

X = AB_(_3 /5)

En effet :

Remarquons cependant que cette méthode de résolution ne s'applique que si le
nombre d'équations est égal au nombre d'inconnues et si la matrice des coeffi-
cients est inversible.

Signalons encore que, méme dans ce cas particulier, la méthode de résolution
n'est pas tres performante du point de vue numérique.

3M,,,,— Jt 2022
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3x+2y=-15

D CPWZER a) On considere le systtme d’équations {_ 4x+3y=37

* Ecrire ce systeme sous la forme d’une équation matricielle.
e Calculer, si possible, la matrice inverse correspondante.
* En déduire la solution de ce systeéme.

Effectuer de méme avec les 2 systémes suivants:

lx+é =3
by 12 5= c){ 3x+2y=-15
%x—§y=—23 -6x -4y =30

IO CBWARN  On considere le systéme d’équations écrit sous sa forme matri-

cielle :
3 4 2 X -8
-1 2 0 y |=| -4
0O 3 1 7 2

a) Montrer que la matrice suivante correspond a la matrice in-
verse de celle proposée.

(2 -0 4
213 2
16 5 9 10

b) En déduire les solutions de I’équation matricielle.

Définition : Un systeme linéaire de m équations a n inconnues a coefficients
réels est un systeme d'équations du type

a X, +anx, +...+a,x, =b
ay X, +apX, +...+a,, x, =b,

()

a, X, +a ,x,+...+a, x, =b

mn--n m

ou les a; et les b; sont des nombres réels et les x; les inconnues.

3M,,— Jt 2022
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Démarche :

Résoudre le systeme (/) consistera a résoudre 1'équation matri-
cielle AX = B ou

all alz ves aln
A=(ay) o = Ay Ay ..o Oy, ’
a, a, a,,
X b,
X=(X) a0 = *2 et B=(b) = b,
xn bm

A ce systeme d'équations, nous associons la matrice suivante,
appelée matrice augmentée du systeme

ay  dp a, | b
ay Ay a,, | b,
aml am2 amn bm

Le paragraphe suivant décrit certaines opérations sur les lignes
d’une matrice. Ces opérations effectuées sur les lignes d'une ma-
trice associée a un systeme d'équations nous conduiront a une
détermination plus facile de I'ensemble des solutions du systeme.

17 Echelonnement d'une matrice

Définitions :

onN o

<2 est un pivot

<3 est un pivot

cette matrice n’est pas échelonnée
contrairement a celle-ci:

1 3 | <lestunpivot
11
03

103 <1 est un pivot
0 2 1 | < 2estunpivot
0 0 3 | <3estunpivot
~ o
Définition :
1 00 2
010 2
0012
0000

cette matrice est
échelonnée réduite

* Le pivot d’une ligne d’une matrice est le premier élément non
nul de cette ligne

¢ Une matrice A est dite échelonnée si les deux conditions sui-
vantes sont vérifiées:

1) Le pivot d’une ligne est toujours situé a droite du pivot de la
ligne précédente.

2) Toutes les lignes nulles de la matrice (c’est-a-dire constituée
entierement de z€ro) sont situées sous les lignes qui comp-
tent des éléments non nuls (donc un pivot).

e Une matrice A est dite échelonnée réduite si elle est échelon-
née et si elle posseéde encore deux nouvelles conditions :

1) Tous les pivots de la matrice valent 1.
2) Dans toute colonne qui contient un pivot, tous les éléments
autres que le pivot sont nuls.

3M Jt 2022
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IO CBWIEN Parmi toutes les matrices suivantes, lesquelles sont échelonnées,

Définition :

3M,,— Jt 2022

Théoreéme :

Preuve

lesquelles sont échelonnées réduites ?

0 0 1 1 30 1 0 0]3
A=l0 1 2|,B=|0 1 0],c=|0 1 0]2
0 0 0 0 0 0 010
01232 7|4 L 000 3
000235 3|6 0100 -1
D=0 00 0 4 3|1 | E=
00000 0|3 00000
00000 0|0 00 10 2

Les opérations élémentaires sur les lignes d'une matrice sont de
trois types :

(1) Permutation de 2 lignes.
(2) Multiplication d'une ligne par une constante non nulle.

(3) Ajout d'un multiple d’une ligne a une autre ligne.

Les opérations élémentaires ne modifient pas 1’ensemble de solu-
tions de 1’équation matricielle AX = B

Effectuons le parallele entre les 3 opérations élémentaires sur les

matrices et la résolution du systéme correspondant.

Pour visualiser mieux ceci, prenons comme exemple le systeéme suivant ainsi
que sa matrice augmentée correspondante :

2x+y-z=1 2 1 -1|1
X+y+z=06 1 1 1|6
-x-y+z=0 -1 -1 1|0

(1) Permutation de 2 lignes.

Il est clair qu'on peut permuter la premicre et deuxieme lignes du systeme
d'équations sans changer l'ensemble solution puisque celui-ci ne dépend
nullement de 1'ordre des équations. Ainsi,

2x+y-z=1 X+y+z=06
X+y+z=6 < 2x+y-z=1
-x-y+z=0 -x-y+z=0

sont des systemes d'équations équivalents, car ils admettent le méme en-
semble solution. Matriciellement, ce résultat fournit I’équivalence :

2
1
1

11 L =L, 11
6 ~l 2 1 -
0 -1 -1

—

6
1
0

[
—_
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(2) Multiplication d'une ligne par une constante non nulle.
Si on multiplie une (ou plusieurs) ligne du nouveau systeme, on ne change
pas non plus l'ensemble solution, puisque toute opération effectuée des 2

cOtés d’une équation ne modifie en rien la solution

On a donc matriciellement

1 1 1|6 1 1 116
2 1 -1]1 ~l 2 1 -1]1
-1 -1 1|0 ) L;—>2L, -2 -2 210

(3) Ajout d’un multiple d’une ligne a une autre.

Il s’agit donc d’une combinaison linéaire de 2 équations d’un systeme. Ceci
ne modifie pas I’ensemble de solutions du systéme.

On a donc matriciellement

1 1
2 1

1]l6
-1]1
-2 -2 2|0

Définition : Appliquer une transformation élémentaire aux lignes d'une ma-
trice revient a multiplier a gauche cette matrice par une matrice
que I’on appelle matrice élémentaire.

Exemple : On considere la premiére opération élémentaire suivante :

2 1 <11 ) Li=L 1 1 1/6
1 1 1/6 ~ 2 1 1|1
-1 -1 110 -1 -1 110

Déterminer la matrice élémentaire E, tel que :

2 1 -1]1 1 1 1]6
E-f 1 1 1|16 (=] 2 1 -1|1
-1 -1 110 -1 -1 110

3M,,— Jt 2022
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ID'CYe (I WY On considere la deuxieéme opération élémentaire suivante :

1 1 1]6 1 1 116
2 1 -1]1 ~l 2 1 -1]1
-1 -1 1|l0)L,—-2L, |2 -2 2]0

Déterminer la matrice élémentaire E, tel que :

1 1 116 1 1 1|6
E-f 2 1 -1}1(=| 2 1 -1|1
-1 -1 1|0 -2 -2 2|0

ID'C Yo WL On considere la troisieme opération élémentaire suivante :

1 1 1]6 11 1|6
2 1 -1|1 ~l2 1 -1 1
2 2 2|0)L,—L+2L, (0 0 412

Déterminer la matrice élémentaire E, tel que :

1 1 1|6 1 1 16
E,-l 2 1 -1|1|=[2 1 -1| 1
-2 -2 2|0 0 0 412

ID'C YO B WA BN On considere I’opération élémentaire suivante :

Déterminer la matrice élémentaire E correspondante.
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CHAPITRE 1

En résumé :

Théoreéme :

Preuve :

(1) Permuter les lignes i et j d'une matrice A est équivalent a mul-
tiplier a gauche la matrice A par la matrice élémentaire E,

i J
| 0
1
i 0 1
E - :
1
J 1 0
1
0 1

(2) Multiplier la i*™ ligne de A par le nombre o, est équivalent a
multiplier a gauche la matrice A par la matrice E,

(3) Ajouter o fois la ligne j a la ligne i de A revient a multiplier a
gauche la matrice A par la matrice E;

e Toute matrice se transforme en une matrice échelonnée (ou
mieux: échelonnée réduite) par une suite d’opérations élémen-
taires.

Nous accepterons ce résultat sans une preuve formelle et utilisons-le dans I’exemple
suivant :
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01 3 =2
Echelonnons la matrice suivante : A=| 2 1 -4 3
2 3 2 -1

On transforme successivement A en A’ de la maniére suivante :

21 4 3 21 4 3 21 4 3
A~ 01 3 2|~ 01 3 2 |~01 3 =2 |=4A
2 3 2 - 02 6 -4 00 0 O

On a d’abord permuté les deux premieres lignes de A. On a ensuite soustrait la
premiere ligne de la derniere, et enfin on a soustrait deux fois la deuxiéme
ligne de la troisieme. Et si I'on désire sa forme échelonnée réduite A” :

21 4 3 1 0 -7/2 5/2
A~ 01 3 2 |~.~| 01 3 -2 |=A"
00 0 O 0 0 0 0

IDCOYPIRIIEE a) Déterminer les 3 matrices E,, E, et E; qui ont permis

d’effectuer 1’échelonnement précédent (A — A”).

b) Déterminer la matrice X tel que X- A= A”.
¢) Déterminer la matrice Ytelque Y- A= A”

Définition :

On appelle rang d’une matrice A le nombre de lignes non identi-
quement nulles de la matrice échelonnée associée a A.

- On peut démontrer que le rang d’une matrice A est indépendant de
I’échelonnement effectué. Nous admettrons ce fait.

3M,,— Jt 2022

Exemple :

1) La matrice A = ; i ) estderang 1 car:

2) Montrer que la matrice A = est de rang 2.

B W =
N B
oo W W
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a b
) avec ad = bc.
c d

IR GGeu v BIRIBEM Soit la matrice A =(

Montrer que son rang est inférieur ou égal a 1

Théoréme : On considere A une matrice carrée d’ordre n. Alors

1
rang(A)=n < A ~ N

0 .

1.8 Résolution de systeme par la méthode du pivot (méthode Gauss-Jordan)

Exemple : L’exemple suivant illustre la méthode du pivot lors de la résolu-
tion d’un systeme d’équations linéaires.

3x,4+2x,+4x,=-1
Résoudre le systtme d’équations § 2x, — x, +2x, =-2

—X+ X, +2x;= 2

A T’aide d’opérations élémentaires de lignes, nous échelonnerons et réduirons
la matrice augmentée de ce systéme.

3 2 4|-1) Ly<=1L, -1 1 2| 2) L —=-L
2 -1 2|2 ~ 2 -1 2|2
-1 1 2| 2 3 2 4|-1
1 -1 -2|-=2
~1 2 -1 2|2 L,—L,-2L,
Johann Carl Friedrich Gauss 3 2 4 1
Mathématicien allemand - Ly—L,-3L,

(1777 - 1855)
1 -1 2|2 )| L=L+L,

0 5 10| 5| L,—~L,-5L,

—_
=)

0] -1
~10 1 0]1/2
Wilhelm Jordan 0 0 11(1/4

géodésien allemand
(1842 - 1899)

» Winie Suwe

Cette derniére matrice nous fournit donc la solution S = {(-1 ; 1/2 ; 1/4)}
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| Do v BRI Résoudre les systemes suivants en utilisant la méthode du pivot

, X, +3x,+3x; =1
a): x +3x,+4x,=0

X, +4x,+3x,=3

X +x,+x;+x,=0
o | X +x,+x,-x,=4
X X, —x;+x, =-4

| X =X Xyt x, =2

e 3x,+2x,—- x;+3x, =

2x,+ x,-2x,+3x, =

| 3x,+3x,+3x;-3x, =-9

b) !

d) ;

[ 2x,+3x, =3
X, —2x,=5
3x,+2x,=7

X, +2x, -3x;=-1

|
3

3%, - X, +2x,=

|
[\

| Sx,+3x, —4x; =

IDELNBEREEE Résoudre simultanément les systtmes A X =B,,A- X =B, et

A X =B;avec
4 0 5

A= 1 -6 |, B =
30 4

0 0
I |et B,=| 0
0 1

1.9 Détermination de I’inverse d’une matrice par la méthode du pivot.

Introduction :
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La méthode du pivot sert également a trouver 1’inverse de toute

matrice carrée A d’ordre n. Dans ce cas, on augmente la matrice A

de la matrice identité d’ordre n et on effectue des opérations €lé-

mentaires de lignes pour passer de (A | 1,) a (I, | C). Si cette

transformation est possible, on obtient une matrice C qui est

I’inverse de la matrice A. Observons ceci sur un exemple :
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3 2 4
Exemple : Trouver I’inverse de la matrice A=| 2 -1 2
-1 1 2
3 2 4(10 0)L<-L,
A= 2 -1 210 10
-1 1 2|10 0 1

—_
|
—_
|
V)
)
en)

-1
~l2 -1 20 1 0]L,—>L,-2L
32 4|10 0)Ly—Ly-3L

—
|
—
|
(V]
o)
)
|
—

L —-L+L,

0 5 10|10 3)L,—L,-5L,

—
o
N
)
—_
p—

00 —20|1 -5 —7]L3—>—1/20L3

10 4 0 1 1\ L, — L, -4L,
~l0 16 0 1  2|L,—~L,-6L,
0 0 1|-1/20 1/4 7/20
1 00| 1/5 0 -2/5
~10 10| 3/10 -1/2 -1/10
00 1|-1/20 1/4 7/20]

1/5 0 -2/5
Ainsidonc A™ =| 3/10 -1/2 -1/10
-1/20 1/4 7/20

Question : Mais pourquoi ¢a marche ??

| DG ro e BRI Inverser les matrices suivantes en utilisant la méthode du pivot

—_
\®)
w
—_—
)
o

a)A=| 2 4 5 b) B=| 2 5
3 5 6 4 1 3
0O 1 -4 -1 1 2 3 4
¢) C= 1 1 1 1 d) D= 2 3 4 1
1 2 0 1 3 4 1 2
0o -3 3 -1 4 1 2 3
2 1 =2 10
IDCCHIRERE Soit A=| 3 2 2 et B=| 1
5 4 3

a) Résoudre I’équation A - X = B par la méthode du pivot.
b) Calculer A, puis calculer A" - B. Que constatez-vous ?
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1.10 Déterminant d’une matrice.

Introduction : A chaque matrice carrée A est associé un nombre appelé le
déterminant de A, et désigné par |A| Il ne faudrait pas confondre
cette notation avec le symbole indiquant la valeur absolue d’un
nombre réel. Pour éviter tout malentendu, on utilise parfois
I’expression « det A» a la place de |A|. Nous définirons det A en
commengant par le cas ou A est d’ordre 1, puis en augmentant
I’ordre de 1 a la fois. Comme nous le verrons a la fin de ce cha-
pitre, ces définitions surgissent tout naturellement lors de la réso-
lution de systemes d’équations linéaires.

Définitions :  « Si A est une matrice carrée d’ordre 1, A =(q,,), nous définirons

|A| =4,
) . . s a, ap
¢ Si A est une matrice carrée d’ordre 2, A = , nous
a, ay
définirons :
a a
|A|= ! . =d) "0y =0y " dpy
a, Ay
-2 1
Exemple : =
4 3

IO GBI Vérifier les identités suivantes en développant chaque déterminant

a)| @ b |__| ¢ d by | @ b|_| a b

c d a b c d ka+c kb+d

a kb a b a b a e a b+e
[y =k- d + =
) c kd ‘ ‘ c d ‘ ) c d c f c d+f

Pour faciliter le calcul de déterminants de matrices carrées
d’ordre n > 1, nous introduisons la terminologie suivante.

Définition :  Soit A = (a;) une matrice carrée d’ordre n > 1.

La sous-matrice A;de A, est une nouvelle matrice, d’ordre n -1,
obtenue en supprimant la ligne i et la colonne ;.

Exemple : Matrice Sous-matrice

al 1 al 2 a13

Gy Gy Ay Ay =

a; 4y Ay
Pour la matrice ci-dessus, il y a huit autres sous-matrices : A}, A3,
A,,,... qui peuvent étre obtenues de la méme fagon.

3M,,,— Jt 2022
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1 -3 3
Exemple: SiA=| 4 2 0 |,calculer |A,)].
-2 -7 5
2 4 -1
Soit A={ 0 3 O [,calculer
-5 7 2
a) |A12| b) |A23|
©) q- |A11| =4y |A12| +4a;- |A13|
d) -a,- |A12| +ay: |A22| —dayp- |A32| e) a '|A22|

a, 4, dp

Définition :  Si A est une matrice carrée d’ordre 3, A=|a,, a,, a,|, nous
a3 4y dgy
définirons :

3
|A| _ E(—I)Hjalj . ‘Alj‘ —
=1

Remarques : « Si nous développons A,,, A,,, A; et en réorganisant les termes,
nous obtenons la formule suivante :

|A|= a110yAy3— Ay Q303 — A1pls Ay T A1p0y3As + Q130 03— A1302,05

* Le procédé défini ci-dessus est appelé développement de |A
suivant les éléments de la premiere ligne. En effectuant les cal-
culs, nous montrerons en exercice que |A| peut étre développé

de la méme facon en utilisant n’importe quelle ligne ou co-
lonne.
* Il y a un moyen de se rappeler du signe (—1)" associé a la sous-
matrice A; en mémorisant le tableau de signes ci-dessous :

+ - +

3M,,,,— Jt 2022
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1 -3 3
Exemple: Soit A=| 4 2 0],calculer |A| de deux manieres différentes.
-2 -7 5

| osu S B IRL. B Calculer le déterminant des matrices suivantes :

-5 4
A=(2 b) A=
3 1 =2 -5 4 1
¢c)A=| 4 2 5 d A= 3 -2 7
-6 3 -1 2 0 6
-2 55 8
e) A=[-0,3 85 7
49 6,7 11

| oso e BRI Montrer que le développement du déterminant d’une matrice
d’ordre 3 suivant la 3™ ligne ou suivant la 2™ colonne nous
fournit la méme expression.

Formaliser ces 2 calculs a 1’aide de E

La régle de Sarrus :  La régle de Sarrus est un procédé visuel, qui permet de retenir la
formule du calcul des déterminants d'ordre 3.

31 =2

Calculer| 4 2 5

-6 3 -1
-5 4 1
| DGR e B Appliquer la regle de Sarrus pour calculer | 3 -2 7
2 0 6
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Définition :

Remarques :

Exemple :

La définition suivante du déterminant d’une matrice d’ordre
quelconque n est calquée sur celle utilisée pour le déterminant
d’une matrice d’ordre 3.

Le déterminant |A d’une matrice A d’ordre n est le dévelop-
pement suivant les éléments de la premiere ligne :

[4]= 20" ay [A, ] =
j=l1

* Nous pourrions également démontrer que le calcul du détermi-
nant ne dépend pas du choix de la ligne ou de la colonne selon
laquelle il est développé.

* Le tableau de signes ci-dessous permet de visualiser les "(—1)"*/"
+ - + -
-+ - +
+ - + -
-+ - +

* Le choix de la ligne ou de la colonne avant de se lancer dans le
calcul doit étre dicté par la présence d’'un maximum de zéro
comme le montre I’exemple ci-dessous :

1 0 2 5

Calculer 2150
0O -3 0

0O -1 0 3
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| su BB Calculer le déterminant des matrices suivantes :

3 .1 2 0 0 b0 0
4 0 =35 00 ¢ 0
DA=10 6 0 0 D) A=l. 0 0 0o
1 3 -4 2 000 d
4 -7 3 13
oA 17 08 5 09

|ID'EYO B WY Ecrire les déterminants suivants sous la forme a-x+b-y+c-z
(combinaison linéaire des x, y et 7)

Xy z 3 5 «x
al 2 -1 6 b)| 0 -6
-3 5 1 1 -1 z

|IP OB Soit A une matrice carrée d’ordre n telle que a; =0 sii <.
n [1]

Montrer que |A|= Hal“

i
i=1

| D oo v B Rl Démontrer 1’affirmation suivante :

Si tous les éléments d’une ligne (ou colonne) d’une matrice carrée
A sont nuls, alors [A| =0.

Théoréme :  Si A est une matrice carrée, alors A est inversible < |A| #0.

IR R W Déterminer pour quelles valeurs de A la matrice suivante est in-
versible puis calculer son inverse.

A=

S > =

A
0
1

> = O

n
(] Haii =a, *a, ... a, (produitdes a; pouri=1 jusqu'an)
i=1
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1.11 Lareégle de Cramer

Introduction : Les déterminants interviennent dans 1’étude des solutions de sys-
teémes d’équations linéaires. Par exemple, prenons deux équations
linéaires a deux inconnues x et y :

a,x+a,y=k,

Ay X +ayy =k,

ol au moins un coefficient non nul apparait dans chaque équation.
Nous pouvons supposer que a,;, # 0, car sinon a,, # 0 et nous
pourrions alors considérer y comme la premiere inconnue a la
place de x.

Nous allons utiliser les opérations élémentaires sur les lignes de la
matrice afin d’en obtenir une équivalente admettant a,, = 0.

a, a, |k a
L —L -2
a, Gy |k, 2 2T
1
ay a, k,
0 L,—.....
a, ap, k,

0 (a,ay-ayay,) | (a,k,—a,k)

Donc le systeme donné est équivalent a :

a,x +a,y =k

(ay,ay, = aya1,)y = ay,k, — ayk,
qui peut également s’écrire :

a,x +a,y =k,

Ay Gy | | 4y k,
Yla, k
Gy dap a4y K
| Gy G ( ‘ .
Si = (0, nous pouvons résoudre la seconde équation par
a, a
21 22

rapport a y, ce qui donne :
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a, k
_ | Ay k,
y =
a, ap
a, 4y

La valeur de x correspondante peut-tre trouvée en substituant y
dans la 17 équation, ce qui conduit a :

‘ k& ap,
k, a
X = 12 "2l . (cf. exercice 46)
‘ a,  dp
ay A4y

Cela démontre que, si le déterminant de la matrice des coeffi-
cients d’un systeme de deux équations a deux inconnues n’est pas
nul, le systeme a une solution unique. Les deux dernieres for-
mules donnant x et y en tant que quotients de déterminants cons-
tituent la regle de Cramer pour deux inconnues.

Il existe un moyen simple pour se souvenir de la regle de Cra-

mer .

ayp app

Soit D = la matrice des coefficients du systéme ;

ayp Ay

Gabriel Cramer (1704-1752)
mathématicien suisse * D, s’obtiendra en remplacant dans D les coefficients a,,, a,,,

liés a I’inconnue x par les nombres &, k,.
* D, est obtenue a partir de D en remplagant les coefficients a,,,

a,,, liés a I’inconnue y par les nombres k,, k,.

k a a, k
p =| 1 %2 p =| 41

x y
ky ay ay ky

Reégle de Cramer : Si | D | =0, la solution (x ; y) du systeme linéaire est donnée par
(pour deux inconnues) les formules suivantes :

Exemple : Résoudre | = >0~ %
Sx+T7y=1
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| Do e Bl Utiliser la regle de Cramer, lorsqu’elle est applicable, pour ré-

soudre les systemes:

2x+3y=2 b 2x+5y =16 2x-3y=5
c
x-2y=8 3x-T7y=24 -6x+9y=12

. a,x+a,y=k
. 2 - N 11 12 1
IR COPEIEN ors de la résolution du systeme { , NoOUS avons

ay X +ay,y =k,

all kl kl alZ
P, a, k Lo k, a
montré que y = 221 Vérifier que x = 221
1 12 a, 4y
Gy Ay Gy Ay

La regle de Cramer peut étre étendue aux systemes de n équations
linéaires a n inconnues x,, x,, . . . , X, , ou la i"™ équation est de la
forme a;x, + apx, + ...+ a,x,=k;

i

Pour résoudre un tel systéme, posons D la matrice des coefficients
et posons ij la matrice obtenue en remplagant les coefficients

de x; dans D par les nombres k,, . . . , k, qui apparaissent dans la
colonne a droite du signe égal dans le systeme.
Si| D|=0, le systtme a la solution unique suivante.

Reégle de Cramer :
(forme généralisée)

Exemple :

DXl sz D,

X = s Xy = ) s X, =T

|D |D D
x-2z=3
Résoudre { -y+3z=1
2x+5z=0
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| Do e BBl Utiliser la regle de Cramer, lorsqu’elle est applicable, pour ré-
soudre les systemes:

(x-2y-3z=-1 5x+2y-z=-7
a)| 2x+y+z=6 b) { x-2y+2z=0
(Xx+3y-2z=13 3y+z=17

' 2x-y+3z-w=-3
3x+2y-z+w=13
x=3y+z-2w=-4

-x+y+4z+3w=0
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Chapitre 2: Espaces vectoriels

2.1 Introduction et mise en garde

Introduction : Beaucoup de probléemes de mathématique ou de physique vérifient la
propriété suivante : si u et v sont deux solutions, alors u + v est aussi une
solution, ainsi que : o-u, o étant un nombre réel. De tels problemes sont dits
linéaires et ils sont habituellement plus faciles a résoudre que les problemes
plus généraux (appelés "non linéaires" précisément).

En fait, un grand nombre de problémes provenant de toutes les branches des
mathématiques, ainsi que des applications a la physique (équations de la
chaleur, cordes vibrantes, ...), a la chimie, a I'économie... sont linéaires du
moins en premiére approximation.

On comprend dés lors l'intérét qu'il peut y avoir a dégager un cadre
mathématique commun a ce type de problémes, de mani¢re a pouvoir
déterminer des méthodes et des algorithmes adaptés. Ce cadre mathématique
commun est la notion d'espace vectoriel.

Avant de commencer 1'étude abstraite, considérons un exemple géométrique
qui va nous permettre de visualiser, d'une certaine maniere, les propriétés
d’un espace vectoriel.

On sait que les physiciens représentent certaines grandeurs par des segments
orientés que l'on appelle "vecteurs". Une force, par exemple, n'est pas
déterminée uniquement par son intensité, mais aussi par son point
d'application et par la direction et le sens suivant lesquels elle s'exerce.

On représente cela par une fleche ayant comme origine le point d'application,
de longueur égale a l'intensité de la force et dont le sens et la direction sont
ceux de la force.

Sur les vecteurs de méme origine, on peut définir deux opérations :

¢ l'addition définie par la "regle du parallélogramme" ;

k-y
o——;’“ """" > ¢ le produit d'un vecteur par un nombre réel o qui donne un vecteur ayant la
méme direction de mé&me sens si o > 0 et de sens contraire si o0 < O et dont
la longueur est multipliée par lol.
z
REMARQUE. --- On n'additionne pas de vecteurs d'origines différentes.
> Y La théorie des espaces vectoriels refléte justement cette situation; aussi si I'on

veut avoir une visualisation géométrique du probléme, il faudra considérer
toujours uniquement des vecteurs ayant tous la méme origine O. Ainsi, les
vecteurs que nous considérerons peuvent étre visualisés comme des "fleches"
d'origine O.

Pour pouvoir faire des calculs, on part de 1'observation suivante : a un point P
du plan - ou de l'espace - est associé un vecteur et un seul (celui qui a P
comme extrémité). Ainsi les vecteurs du plan peuvent étre mis en
correspondance avec les coordonnées de P, c'est-a-dire avec les couples
(u;; u,) € RR%. D'une maniére analogue, les vecteurs de l'espace sont en
correspondance avec les triplets (i, ; u, ; ;) € IR®.

3M
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Conventions d’écriture :

Vi

Soit les vecteurs U =|u, | et v =|v, |, ainsi que les deux opérations:

u3 V'&
U +v, o-u,
U+vs=|u,+v, et a-ui=|a-u,
U, +v, o-u,

A l'aide de ces 2 opérations, on peut vérifier les propriétés suivantes

A) L'addition est commutative et associative, c'est-a-dire:
i+v=v+i et u+(V+w)=(u+v)+w

B) Il existe un vecteur noté 0 tel que O+ii=ii pour tout vecteur i .

C) Pour tout vecteur # , il existe un vecteur v tel u+v=0 .

D) Quant au produit par des réels o et B, il vérifie les propriétés suivantes:

e ol +V)=0u + 0y
e (a+P)u =0 +pu

* (af)u = o(Bu)

e lu=u

Il y a, bien entendu, beaucoup d'autres propriétés qui sont vérifi€es, mais
comme nous le verrons, celles que nous venons de signaler constituent
justement "le cadre mathématique commun a tous les problémes linéaires".

En d'autres termes, toutes les propriétés essentielles des problémes
linéaires peuvent étre dégagées a partir de ces propriétés.

REMARQUE. L'exemple que 1'on vient d'étudier est tres utile, car il permet
d'avoir présent a I'esprit un modele géométrique qui peut servir de support a
I'intuition. Cependant, il est important de comprendre que cette interprétation,
méme si elle est suggestive, n'est pas essentielle a la théorie. D'abord parce
que nous ne considérerons pas seulement des espaces de "dimension" 2 ou 3
comme IR? ou IR* mais aussi des espaces de dimension supérieure, comme
R”, ou méme infinie. D'une maniére approximative on peut dire que la
"dimension", dont nous donnerons la définition précise par la suite, est liée au
nombre des parametres qui interviennent dans le probléme, nombre qui peut
&tre trés grand dans ce cas, I'analogie avec les vecteurs de 'espace ordinaire
risque de ne pas étre d'un grand secours. Ceci dit, le support géométrique est
particuliérement important en algébre linéaire et, en regle générale, il ne
faudra pas se priver d'y faire appel.

En géométrie vectorielle, nous avons symbolisé les vecteurs par une lettre
surmontée d’une fléeche (par exemple v ). Cette fleche, permettant de
différencier nombre et vecteur, n’aura plus de sens si I’on considere des
ensembles non géométriques. Nous laisserons tomber cette fleche et, a la
place, les vecteurs seront codés en caractere gras italique (par exemple V).

De méme, nous n’aurons plus besoin de différencier composantes d’un
vecteur et coordonnées d’un point. Nous utiliserons dés lors un codage
horizontal pour les composantes d’un vecteur : (par exemple : v = (0; 1 ; 3)
vecteur de IRY).

3M Jt 2022

renf



ESPACES VECTORIELS 35

2.2 Définition d’un espace vectoriel

Définition :

1.la commutativité
2.lassociativité du +
3.élément neutre de I’addition
4.élément opposé
5.distributivité 1
6.distributivité 11
7.Vassociativité du -
8.élément neutre pour la

maultiplication

Exemples :

3M,,— Jt 2022

Un espace vectoriel V est un ensemble muni de deux opérations :

(a) une opération appelée addition définie par :

VxV —» V
(u;v)y - u+v

(b) une opération appelée multiplication scalaire définie par :

RxV —» V
(a;v) - a-v

Ces deux opérations doivent satisfaire les huit propriétés suivantes :
1.YVuye Vu+v=v+u

2.Yuywe V.(u+v)+w=u+ @ +w)

3. Il existe un élément de V noté 0 tel que Vve V,0 +v=v+0=v

4. Pour tout élément v de V, il existe un élément noté -v dans V tel
quev+(-v)=0

5.Vaoe RetVvwe V,oo-(v+w)=0-v+0o-w
6.Vo,Be RetVve V,(+B)-v=0o-v+P-v
7.Vo,Be RetVve V,(aB)-v=a-(B-v)

8. Vve V,1-v=v.

e L’ensemble des nombres réels IR est un espace vectoriel pour les
lois d’addition et de multiplication usuelles.

e L’ensemble IR" défini par :

R'={(x;;x,;...;x) 1l x,e R}

formé des n-tuples de nombres réels est un espace vectoriel pour
les lois définies par :

e |’addition : s x)F O YD) =+ Y5 X, Y
e la multiplication : o+ (x; ;x,; ... ; x,) = (0, 5 0%, ; ... 5 OLX,)

e ’ensemble ‘F([a;b]) des fonctions réelles définies sur

I’intervalle [a ; b] est un espace vectoriel pour les lois d’addition
et de multiplication usuelles des fonctions.
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Indications pour e Démontrer qu’un ensemble muni des opérations indiquées est un
les exercices :  espace vectoriel reviendra a vérifier les 8 propriétés a I'image de
I’exemple précédent.

e Démontrer qu’un ensemble muni des opérations indiquées n’est
pas un espace vectoriel reviendra a montrer une contradiction
avec l'une des 8 propriétés.

Exemple: L’ensemble IR> muni des 2 opérations suivantes :
@)+ y)=x+x"+1;y+y +1) et k- (x;y) =(kx;ky)

est-il un espace vectoriel ?

a) L’ensemble des matrices M, , muni des opérations habituelles
d’addition et de multiplication par un scalaire forme-t-il un
espace vectoriel ?

b) Ce résultat se généralise-t-il a I’ensemble des matrices M, ?

L’ensemble IP,={ax’+bx+cla,b,ce R} formé des poly-
ndmes de degré inférieur ou égal a 2 muni des opérations
habituelles sur les polyndomes forme-t-il un espace vectoriel ?

a) L'ensemble V = {1} muni des deux opérations:
I+1=1+1 e oa-<l=0a-1
est-il un espace vectoriel ?

b) Qu'en est-il pour I’ensemble V' = {0} muni des 2 opérations:
0+0=0+0 et a-0=0-0

3M,,— Jt 2022
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Pour quelles raisons 1’ensemble IR*> muni des opérations suivantes
n’est pas un espace vectoriel :

I’addition: (a; b))+ (c;d)=(a+c;b+d)
la multiplication par un scalaire : o * (a ; b) = (0a ; b)

Soit V les ensembles de points de IR* ou IR’ représentés ci-
dessous. Préciser (en justifiant) dans chaque cas si V est un espace
vectoriel.

Dans IR* Dans R’
V représentant une droite V représentant un plan
y
0
o X
o X V
a) b)

Soit T I’ensemble des fonctions de [0 ; 27t] vers IR définies par
f(x)=a-cos(x)+b.
Montrer que 7, munie de 1’addition de fonctions et de la

multiplication d’une fonction par un nombre réel est un espace
vectoriel.
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2.3 Familles génératrices, familles libres et bases

Définition : Soit V un espace vectoriel et v,,..., v, une famille de vecteurs
de V. Nous dirons qu'un vecteur v de V est combinaison linéaire
de la famille v,,..., v, s'il existe des scalaires ¢, o, ..., ¢ tels que

k
V= alvl + a2v2 +...+ aka = Eaivi
i=1

Exprimer le vecteur (4 ; 3 ; 2) de IR’ comme combinaison linéaire
des vecteurs v, =(1;2;3),v,=(1;1;2)etv;=(1;-1;1).

Définition : La famille v,...., v, est appelée une famille génératrice de V si
1 k
tout vecteur de V peut se représenter comme combinaison linéaire
dev,,...,v,.

Exemple 1: La famille (1;2),(3;1),(2; 1) forme une famille génératrice de IR*.

Exemple 2 : Les vecteurs :
e,=(1;0;...;0),e,=(03;1;...50),...,6,=(0;0;...;1)
forment une famille génératrice de V = 1R".
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Les familles de vecteurs suivants de IR” sont-elles une famille

Définition :

3M,,— Jt 2022

Exemple :

génératrice ?

a)(l;Det(2;1) byd;Det(3;3) ¢©(1;2)
d)©0;0)et(2:;3) e ;1),0;1)et(l;0)
f)3;4)et(4;3)

Méme question pour les vecteurs suivants de IR”.

a)(1;0;1),0;1;0)et(1;151)
b)(1;0;1)et(2;1;0)
¢)(1;0;0),0;0;0)et(0;0;1)
dd;1;1),2;1;0),2;0;1)et(0;0;1)
e)(2:;3:4),(3;4;5)et(5;7;10)
£)(1;2;0),(0;1;0)et(1;2;3).

La famille v,,..., v, forme une famille libre (ou linéairement
indépendante) si la seule maniere d’obtenir 0 comme
combinaison linéaire des v; est d'imposer a tous les coefficients
d'étre nuls.

Autrement dit, v,,..., v, forme une famille libre si la seule solution
de 1'équation :

oy, +ap,+...+a,v, =0

estlasolution oy, =, =... = 4, =0.

Dans le cas contraire, la famille sera dite liée (ou linéairement
dépendante).

La famille {(1;0;-1),(2;1;2),(3;-2;0)} de IR’ est-elle libre ?
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Exemple : Qu’en est-il de la famille {(1;0;-1),(2;1:;2),(3;1;1)}?

Exemple : {x + 1,x" + 3x, x* + x + 2} est une famille libre dans IP,.
Montrer qu’elle est aussi génératrice.
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| DR BRI Parmi les familles définies dans les deux exercices précédents,

Exercice 2.11 :

Exercice 2.12 :

Exercice 2.13 :

Exercice 2.14 :

Exercice 2.15 :

Proposition 1 :

3M,,— Jt 2022

Preuve:

lesquelles sont libres ?

Les 3 affirmations suivantes sont-elles vraies ou fausses ?

a) Toute famille contenant une famille génératrice est une famille
génératrice.

b) Toute sous-famille d'une famille libre est libre.

¢) Une famille libre ne contient pas le vecteur nul.

Dans I’espace vectoriel IP,, montrer que les polyndmes suivants
sont linéairement dépendants :

X+2x+3 ; 2X°—x-5 ; 3%+x-3 ; 2xX*-x-4

Dans I’espace vectoriel des fonctions F: R—{-1;1}— IR, on
considere les vecteurs :

2x+1 3 =2
X)=—— h(x)=——
x*-1 §(x) x-1 () x+1

La famille { f; g ; h} est-elle libre ?

fx)=

Soit v, v, et v; des vecteurs linéairement indépendants dans un
espace vectoriel V. Montrer que:

a)v,+v,, v, +v, et v,+ v;sontlinéairement indépendants.
b)v,—v,, v,—v; et v,— v, sontlinéairement dépendants.

Prouver que, dans un espace vectoriel, les vecteurs v,, v, et v, sont
linéairement indépendants si et seulement si les 3 vecteurs

v+ Av,+ Uy, v, et v, lesont (A, e R).

Soit v, v,, ..., v, une famille de vecteurs d’un espace vectoriel V.

Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) La famille v,, v,, ..., v, est libre,

(2) Chaque vecteur v de V peut s'écrire au plus d'une manicre
comme combinaison linéaire des vecteurs v,.
Autrement dit,si Yoy, =Y B, ,alors a,=f, pouri=1,...,n.
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| Do e WRIEN Dans I’espace vectoriel IP, des bindmes, on considere les vecteurs
suivants :

p=2x+1 p,=x+2 p;=4x+3
a) La famille {p,, p,, p;} est-elle génératrice ?

b) La famille {p,, p,, p;} est-elle libre ?
¢) Exprimer p; comme combinaison linéaire de p, et p, .

Proposition 2 : La famille {v,,v,,...,v,} est liée si et seulement si un des
vecteurs v, s'écrit comme combinaison linéaire des autres.

Preuve:
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IR WAVE Dans I’espace vectoriel IR’, on consideére les vecteurs suivants :

Proposition 3 :

Preuve:

v,=(-1;:;4;-4) v,=0(3:;0:2) v,=(1;2;-1)

Si la chose est possible, exprimer le vecteur w = 2y, + v, — v,
comme combinaison linéaire des vecteurs v, et v, uniquement.

Si la famille {v,, v,, ..., v,} est génératrice et si un des vecteurs v,
est combinaison linéaire des autres vecteurs, alors la famille
obtenue a partir de la famille {v,, v,, ..., v,} en supprimant ce
vecteur reste génératrice.

IR WRERN Appliquer le théoréme précédent a la famille de vecteurs

Définition :

Exemples :
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génératrice de IR
v, =(-1;2) v,=(0:1) vi=(1;1) v,=(;3)

afin d’en extraire progressivement une famille génératrice libre.

Une base d’un espace vectoriel est une famille génératrice et libre
de cet espace vectoriel.

1) La famille e, = (1;0;0), e, = (0;1;0) et e; =(0;0;1)
forme une base de IR”.
Elle est appelée la base canonique de IR’.
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2) La famille {1, x, x’} forme une base de IP,. Il s'agit méme de
la base canonique.

3) La famille formée des 4 vecteurs suivants v, = (1 ;1;0;0),
v,=03;1;1;0),v;=0;0;1;1)etv,=(0;1;0;1) est
une base de IR*.

4) Proposer une base de C (avec une justification rapide).

| Do v WREEN Soit P, l'ensemble des polyndmes a une variable de degré
inférieur ou égal a 4. Les familles de vecteurs suivantes sont-elles
libres ? Génératrices ? Des bases ?

a) {1, x,x*, x, x"}
b) {I,x—1, X +2x+1,x}
o) {2x,x+1,X+1,x-1}
d .+ L, x—1,x" " +x+1}.
3M,,,— Jt 2022
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Exercice 2.21 :

Théoreéme

Théoreéme
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Soit M, l'espace vectoriel des matrices carrées d'ordre 2.

a) Proposer une base naturelle (canonique) de M, ?
b) Les familles formées des vecteurs suivants sont-elles des

bases ?
1)10.01_1—1.00
0 1)’\1 o)’\0 o) \-1 1
1 0y (0 1) (1 0) (0 ©
2) ; ; ;
o 1/°\1 0o)’lo o) (0 1
3)10.01_00.00
0 1)°\1 0o)’\-1 1) 10 1

Soit les deux vecteurs v, =(1;2;0),v,=(0;1;3)de R’

a) Montrer que ces deux vecteurs sont linéairement indépendants.

b) Montrer qu’ils n’engendrent pas IR’

¢) Déterminer v, pour que la famille {v,, v,, v;} soit une famille
génératrice de IR’

de la base incomplete :

Toute famille libre {v,, v,, ..
famille génératrice de V.

., v,} de V peut étre étendue en une

de la base extraite

Soit {v,, v,, ..., v,} est une famille génératrice de V.
Cette famille {v,, v,, ..., v,} contient alors un sous-ensemble
formant une base.
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Remarque :

Définition :

Dimension de
quelques EV. :

Exercice 2.22 :

Exercice 2.23 :

Exercice 2.24 :

Remarques :

Exercice 2.25 :

Quel que soit le choix de la base considérée dans un espace
vectoriel, celles-ci admettront toutes le méme nombre de vecteurs.

Le nombre de vecteurs formant une base de V s’appelle la
dimension de V et est notée dim V.

1) La base canonique ¢, =(1;0;...;0),e,=(0;1;...;0), ...,
e,=(0;0;...;1) de l'espace vectoriel IR" comporte n
vecteurs. Cet espace est donc de dimension 7.

2) L’espace des matrices carrées M, admet une base formée de n’
vecteurs. Il est donc de dimension n”.

3) L’espace IP, des polyndmes de degré au plus égal a 2 est de
dimension 3 car il admet {x?, x, 1} comme base.

SoitIP, = {a X"+ a, X" + ...+ ax* +ax+a,l a,e R},
I'ensemble des polyndmes a une variable de degré inférieur ou
égal a n.
a) Montrer que IP, est un espace vectoriel.
b) Exhiber une base de IP,.

Quelle est la dimension de IP, ?

Soit V un espace vectoriel.

On suppose que la famille {¢,, ..., ¢} issue de V est libre et que la
famille {u,, ..., u,} est génératrice. Quelle est la dimension de V ?
Justifier.

Soit F([a ; b]) DI’espace vectoriel des fonctions définies sur

I’intervalle [a; b] avec les lois d’addition et de multiplication
usuelles des fonctions. Déterminer la dimension de cet EV.

Dans un espace vectoriel de dimension 7,
a) Toute famille libre de n vecteurs est une base.
b) Toute famille génératrice de n vecteurs est une base.

Dans I’espace vectoriel C des nombres complexes, on considére
les vecteurs (i.e. nombres) suivants :

z,:2-3i Z,:4-1 Z;: L+

a) Exprimer z; comme combinaison linéaire de z, et z,.
b) Montrer que z, et z, forment une base de C.

¢) Déterminer dim(C).
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Composantes d’un Pour parler de composantes d’un vecteur dans une base, la donnée
vecteur dans une de I’ensemble de vecteurs de cette base ne suffit pas, nous devons

base ordonnée :

placer ces vecteurs dans un certain ordre. Une base ordonnée
désignera une base pour laquelle on a choisi un ordre sur ses
vecteurs.

Codages : base non ordonnée : B={e,;...;e,}
base ordonnée : B=(e ;...;e,)
Soit V un espace vectoriel, B= (e, ; ... ; e,) une base ordonnée de

Vet v un vecteur de V. Ce vecteur s’écrit de maniere unique sous
la forme v= EAxiei. Les nombres x; sont appelés les
1

composantes de v dans la base B. La matrice colonne formée par

les coefficients x; se note vz :

24 Sous-espaces vectoriels

Définition :

3M

ren;

Remarque :

712022

Soit V un espace vectoriel. Un sous-ensemble W de V est un sous-
espace vectoriel (SEV) si :

®oew
D Vyv,v,e W,v,+v,e W
2)Voe Ret Vve W,arve W

Un sous-espace vectoriel W de V est en particulier un espace
vectoriel pour lequel les lois d'addition et de multiplication par un
scalaire sont les restrictions de celles de V.
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[y

Exemples : 1. L'espace IP, des polyndmes de degré inférieur ou égal a 2 est
un sous-espace vectoriel de l'espace IP; des polynomes de

degré inférieur ou égal a 3.

2. L'ensemble {0}, les droites passant par l'origine
{(x;, y) Iy, =kx, avec x; e IR} pour ke R et {(0,x,) | x, e R}
et IR sont les seuls sous-espaces vectoriels de IR”.

3. Les seuls sous-espaces vectoriels de IR® sont {0}, les droites
vectorielles A = {k-u | k ¢ IR} passant par l'origine, les plans
vectoriels Il = {k-u + m-v | k et m e IR} passant par l'origine et
IR’ lui-méme.

4. Si W est un sous-espace vectoriel de V de méme dimension
alors W=1V.

Exemple 1 a compléter : Montrer que H = {(x,;x,;x;) € IR’ | x, + x, = 0} est un sous-
espace vectoriel de IR’. Déterminer dim(H).

Exemple 2 a compléter : ['ensemble W = {(x, ; x,) e IR*| Ix,| = Ix,I} est-il un sous-espace
vectoriel de IR* ?
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IR ¥ E Dans IR?, quelles sont, parmi les parties suivantes, celles qui sont
des sous-espaces vectoriels ? Pour ces derniers, en donner la
dimension ainsi qu'une base. Représenter graphiquement ces

ensembles.

A={(x;0)lxe IR} B={(x;yIx+y" =1}
C={0;0)} D={0;1)}
E={(x;y)12x+y=0} F={(x;y)|2x+y=3}
G={(x;2x)lxe R} H={(x;y)|x+y" =0}

PG ¥ P Méme question pour les parties suivantes de IR”.

A={0:y;0)lye R} B={(1;y;2)1y,ze R}

C={(x;y;x+ylx,ye R} D={(x;x+1;0)lxe R}

E={(x;y;lax+by+cz=0} F={(x;y;|lxX+y +77=1}
Quelles sont les valeurs possibles pour la dimension du sous-

espace vectoriel engendré par {v,, v,} ? Justifier et donner des

G PPN Soit {v,,v,, v,, v,} une famille génératrice de IR’.
exemples pour les cas jugés admissibles (avec figures).

Dans IR*, déterminer la dimension du sous-espace vectoriel
engendré par la famille (1 ;2;-1;0),(-3;0;-2;4)et
2;10;-7;4).

Isoler une base et la prolonger en une base de IR*.

ID Oy VPRI Déterminer les réels a et b pour que (-2 ; a ; b ; 3) appartienne au
sous-espace vectoriel de IR* engendré par les vecteurs
(1;-1;1;2)et(1;2;3;1).

IO PRIEl a) Montrer que le sous-espace vectoriel de IR’ engendré par
0;1;0),(1;1;Det(2;0;1)est R’ lui-méme.

b) Donner une base et la dimension du sous-espace vectoriel de
IR’ engendré par les vecteurs (2;1;-1),(3;2; 1)et(1;0;-3).

IO Yo PRYEN Soit Fi; ’espace vectoriel des fonctions de IR dans IR.

a) Montrer que I’ensemble des fonctions paires de Fj; est un sous-
espace vectoriel de Fy .

b) Qu’en est-il de ’ensemble des fonctions impaires ?

Exercice 2.33 : [N F([a ; b]) I’espace vectoriel des fonctions de [a ; b] dans IR.
Montrer que D([a ; b]) I’ensemble des fonctions dérivables sur

[a ; b] est un sous-espace vectoriel de F([a ; b]).
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Soit M, l'espace vectoriel des matrices carrées d'ordre 2.
Déterminer, parmi les parties suivantes, celles qui sont des sous-
espaces vectoriels de M,. Pour chaque sous-espace vectoriel
trouvé, exhiber une base et donner la dimension.

a) L'ensemble des matrices diagonales'.
1 b
b) L'ensemble des matrices de la forme ( d)'
c

¢) L'ensemble des matrices symétriques.”

2.5 Somme et intersection de sous-espaces vectoriels

Définition : Si V, et V, sont deux sous-espaces vectoriels de V, leur somme et
intersection sont définies par :
Vi+V,={ve Viv=v +v,,v,e V,v,e V,}.
VinV,={ve Vive V, et ve V,}.

Proposition : 1.’ensemble V, + V, est un sous-espace vectoriel de V.

| D GO IRERE [ ensemble V, NV, estun SEV de V

Théoreme : Si V, et V, sont deux sous-espaces vectoriels de dimension finie
de V, alors

dim(V, + V,) =dim(V,) + dim(V,) —dim(V, n V,)

Preuve :  En exercice (qui suit).

' Une matrice diagonale est une matrice carrée dont les coefficients en dehors de la diagonale principale sont nuls.
? Une matrice A est dite symétrique si a; = a; pour tout i et j.
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| PG u v Wi B Compléter la preuve du théoreme précédent :
Soit v,, ..., v, une base de V, n V, . Comme V, n V, est contenue

dans ......... et ... , par prolongement, on obtient des bases de V,

Viiv, ..,y ,w, ..., W
ViV, sV, 02 s

B
Montrons que v, ..., v, , W, ..., W, ,Z,, ..., Z, est une base de ......

e Cette famille est .................... car tout vecteur u de ..............
s’écrit comme somme d’un vecteur de V, et d’un vecteur de V,,

et donc comme ..................cooooooiei des v, w;et z;:

u= [EG[V; + EB/W_/‘] + (EO('[ v, + Eykzk) = E ............... v, + EBIWJ + Eykzk

i k
o Cette famille est .............occoovviiii. En effet, montrons que :

Eaivi+2[:’>jwj+2ykzk=0 = lesay, ety tous ..............
i j k

De cette somme, on a Eykzk S e est
k

a la fois dans V, et dans V,, et appartientdonc a .......................

Comme v, ..., v, est une base de V, n V,, il existe des nombres

9, tel que

Comme la famille (v, ..., v, ,z,, ..., z,) est libre (base de ......... ),

tous les y, ettousles d, sont ... On a donc

Comme la dimension d’un espace vectoriel est le nombre de
vecteurs formant une de ses bases on a :

dim(V,+ V) +dim(V,nV,) =(r+s+1t)+r

= dim(V,) + dim(V,) et I’on conclut.
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Exemple 1: Dans IR?, soit v et w deux vecteurs indépendants.
Onconsidere V, ={k-vlke IR}etV,={m-wlme IR} les
deux droites vectorielles engendrées par v et w.
OnaV,nV,={0}etV,+V,=IR?

V,nV,={0} car

V,+V,=IR*car

Exemple 2 : Dans IR’, soit 77, et 77, deux plans vectoriels.

| su oWkl Déterminer la dimension et une base ordonnée de 1’ensemble des
solutions de chacun des systemes :

x+y+z=0

x-3y+z=0
a) 12x-6y+27=0 byl 3¥*+2y-22=0
3x-9y+37=0 4x+3y-z=0
y¥oz= 6x+5y+z=0
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IDC YO CWREEN Vrai ou faux ?
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a) Une famille libre peut contenir le vecteur nul 0.

b) Si une famille de vecteurs engendre un espace vectoriel V,
alors on peut en extraire une base de V.

¢) Si la famille v,, ..., v5 est libre, alors sa sous-famille v,, v, I’est
aussi.

d) La base canonique ordonnée de IR* est :
{(150;0;0),(0;1;0;0),(0;0;15;0),(0;0;0;1)}.
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Chapitre 3: Applications linéaires

3.1 Introduction et définitions

Introduction : Une application linéaire est une application entre espaces vectoriels qui
préserve 1'addition des vecteurs et la multiplication par des nombres réels.
Dans ce chapitre nous étudions les propriétés d'une application linéaire et en
particulier sa représentation matricielle dans des bases fixées. On vérifiera
que le rang de cette matrice est égal a la dimension de l'espace image. La
correspondance entre application linéaire et matrice s'avérera trés utile pour
I'étude du rang ou de l'inversibilité d'une matrice.

Les applications linéaires sont tres importantes en géométrie. Les rotations,
homothéties, symétries et projections peuvent étre considérées comme des
composées de translations et d'applications linéaires.

Les applications linéaires vous seront utiles pour 1'étude des fonctions de
plusieurs variables.

Toute fonction dérivable de IR dans R s'approxime, en un point a, par sa
tangente, a laquelle on peut associer l'application linéaire qui a x fait
correspondre f'(a) - x; de maniere similaire, toute fonction différentiable de
R" dans IR" peut s'approximer a l'aide de sa différentielle qui est une
application linéaire.

Définition : Soit V et W deux espaces vectoriels.
Une application 7: V — W est dite linéaire si pour tout
u,ve Vetpourtout o € IR, on a:

a)T(u+v)=Tu)+T(»)
b) T(ou) = oT(u)

Remarques : 1.Les deux propriétés exprimant qu'une application entre
espaces vectoriels est linéaire peuvent se remplacer par la
seule propriété:

T(ow + Bv) = oT(u) + BT(v) pour u,veVeta, B € R.

2.Si T est linéaire,ona: *7T(0)=0 ouplutét 7(0,) =0y,

. T(E;aivi) = E;aiT(vl.) car:

Justifier les 2 propriétés de la 2°™ remarque ci-dessus.
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Abus d’écriture: Soit v = (x;y) un vecteur de IR* sur lequel on fait agir une
application linéaire 7. On se permettra d’écrire alors 7(x ; y) en
lieu et place de T(v) ou T((x ; y)).

Exemples: 1) L'application 7 : IR* — IR définie par T(x ; y) = 2x + 3y est
linéaire.

2) Les applications T, et T, : IR* — IR suivantes ne sont pas
linéaires.

T(x;V)=x+y ; Tx;y=x+y+1
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Exemples: 3) Une rotation d'un angle 0 autour de I'origine dans IR* est une
application linéaire de IR* dans IR*. Nous expliciterons cette
application linéaire plus loin.

4) La symétrie par rapport a 1'axe des x est une application
linéaire S : IR* — IR* vérifiant S(x ; y) = (x ; -y).

S) La projection sur la droite des x parallelement a 1'axe des y est
une application linéaire P de IR* dans IR* vérifiant

P(x;y)=(x;0).

Exemples développés: 6) Montrer que 7: IR*> — IR”, (x, ; x,) = (x, — X, ; 5x,) est une
application linéaire.

7) Montrer que 7: IR* = IR* , T(x ; y) = (x + 1 ; y) n’est pas une
application linéaire.
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Les applications suivantes sont-elles linéaires ? Justifier

a) T:IR* >R : (x5 x5,) b (x; +x,; X))

b) T:R* > IR:(x,;x,) =X, X,

¢) T:IR* >R :T(x,;x,;x;) =2x, — 3x, + 4x,
d) T:R*> R :Tx;y)=(x+1;2y;x+y)
e) T:R* > IR*: (x,;x,) — (x,;sin(x,))

Soient f, g : E — F deux applications linéaires.
Montrer que f + g est une application linéaire de E vers F.

Les applications 7, de D([a ; b]) vers F([a ; b]), définie de la
facon suivante, sont-elles linéaires ?

a) T(f)=2f b) T(f)=f'
o) T(f)=2f"-3f d) 7(f)=f'-f*

Soit T: IR* — IR’ une application linéaire vérifiant :
T3:;2;1)=05;4;0)etT(5;4;00=3;2;1).

a) Exprimer le vecteur (1 ; 2 ; -3) comme combinaison linéaire
des vecteurs (3;2;1)et(5;4;0)
b) En déduire T(l 12 -3) en utilisant les propriétés d’application linéaire de T

Soient 7: V — W une application linéaire et v, ..., v, des
vecteurs de V tels que 7(v,), ..., T(v,) soient linéairement
indépendants dans W. Montrer que v,, ..., v, sont linéairement
indépendants dans V.

Exemple important: Soit A une matrice de type m x n.
Notons L, : IR" — IR" I'application définie par L,(v) = Av.
Alors, I’application L, est une application linéaire, car

Les exemples 1, 4 et 5 ci-dessus sont en fait de ce type et associés
respectivement aux matrices
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Exemple important: 1) L’application L(x ; y) = 2x + 3y est associée a la matrice
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A=(2 3)

4) L’application S(x ; y) = (x ; -y) est associée a la matrice

o )

5) L’application P(x ; y) = (x ; 0) est associée a la matrice

(s o)

Dans le paragraphe suivant, nous montrerons comment toute
application linéaire entre espaces vectoriels de dimensions
finies peut étre représentée par une matrice.
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3.2 Matrice associée a une application linéaire

Exemple dans IR’ :

Commencons par un exemple important. On considere le vecteur
v =(2; 3). Déterminer I’image de ce vecteur par une rotation de ?—;

(+75°) autour de I’origine O.

Soit (e, ;e,) la base canonique de IR?. On considére la transformation
R: R?*> — R? correspondant a la rotation d’angle 6 autour de I’origine.

Déterminons I’image des vecteurs de base par R :

R(e;) =(cos 0) - e, + (sin 0) - e,. On définit le 17 vecteur colonne : (Z?nsg)

R(e,) = (-sin 0) - e, + (cos 0) - e,, On définit le 2°™ vecteur colonne : (_cilsnee )

On réunit les 2 vecteurs colonnes en une matrice sous la forme :
Ao cosO -—sinB
sinB cos©
Cette matrice représentera la transformation linéaire .

Pour s’en convaincre, recalculons les images des vecteurs de base :

e, =(1;0) alors R(e;)) = ( ansg _ci)lsnee )((1)) = (zfnsg) ce qui correspond bien

aR(e))=(cos0)- e +(sinB)-e,

e,=(0; 1) alors R(e,) = ( ansg _021;]66 )((1)) = (_c:snee ) ce qui correspond bien

a R(e,) =(-sin0) - e, + (cos 0) - e,

. . . <1 5
Appliquons maintenant cette matrice au vecteur v et a ’angle 0 = 1—;

R) = cos(5w/12) —sin(5:w/12) \(2) (2cos(5w/12) - 3sin(Sm/12)
V)= sin(5w/12) cos(5m/12) N3/ \2sin(5n/12) + 3cos(5m/12)

R(2;3) =(-2,38;2,71)

et l'application R s'exprimera de fagon plus générale par

R(x 5 y) = (xcosO — ysinB, xsinO + ycos®) ou v=(x;y)

Apres les exemples et exercices qui suivent, nous reprendrons cette
démarche plus généralement.
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Exemple : Déterminer la matrice A de 1’application linéaire 7: IR’ — IR*
définie par: T(x;y;z) = (4x — 2y —z; 3x — 4y + z) relativement
aux bases canoniques ordonnées de IR’ et IR,

Soit T: IR> — IR* I’application linéaire définie par :
Tx;y;2)=0@Ax+2z2;2y—-2;52—x;2y)
Quelle est la représentation matricielle de T relativement aux
bases canoniques de IR’ et de IR*
Déterminer les représentations matricielles, dans les bases

canoniques, des applications linéaires suivantes :

a) T:IRP>IR*: (x, ;x5 %) = (X, + X, 5 2x3)

b) T:R* = IR*: (x,;x,) — (x,;0)

¢) T:R*—>IR*: T(x, ; x,) = (2x,; X,)
d T:R*> R :Tx;y)=(x;y;x+y)
e) T:IR’— IR’ définie par

Tx;y;2)=(x+2y+3z;4x+5y+6z2;7x+ 8y +92)

a) Quelle est la représentation matricielle de 1’application
identité de IR* dans la base canonique ?

b) Quelle est la représentation matricielle de I’application
identité de IR* lorsque IR* est décrit au départ dans la base
canonique et a I’arrivée dans la base ((1 ; 1), (-1 ;1)) ?

¢) Quelle est la représentation matricielle de [I’application
identité de IR* lorsque IR* est décrit au départ dans la base
((1;1),(-1 ;1)) et a I’arrivée dans la base canonique ?
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IR CEURIIEE Soit 7: R® — IR? "application linéaire définie par :

Tx;y;2)=(x+y;y-2)

a) Quelle est la représentation matricielle de T relativement aux
bases canoniques de IR’ et de IR*

b) Quelle est la représentation matricielle de T relativement aux
bases suivantes :
Dans IR*: ((1;1;0),(0;1;0),(1;0;1))
Dans IR*: ((0; 1), (1 ;0))

Démarche générale : Soit Vet W deux EV de dimension 7 et p respectivement.
Soit e = (e, ; ... ; e,) une base ordonnée de Vet f=(f; ... ;f,) une
base ordonnée de W.

Soit encore T : V — W une application linéaire.

Il existe des nombres définis de manicre unique a; avec
ie{l;2;...;n}etje{l;2;...;p}tels que

p
T(el)=a11'f1+a21'f2+a31'f3+'-'+ap1'fp=Eaj1'fj

T(en)=aln.j;+a2n'f2+a3n'f3+"'+apn.fp=Eajn.fj
j=1

Ainsi donc, on peut représenter cette transformation sous une forme
matricielle relativement aux bases choisies dans V et W a I’aide de la
matrice (pxn)

a; a,; a,

A = ay, a,; a,,
f e_ . .
apl apj apn

jéme colonne:
coefficients de T(e))
dans la base (f}, ....f,)

Définition : La matrice ,A, de type pxn s’appelle la matrice de T relative-
ment aux bases e et f.
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Exercice 3.11 :

Exercice 3.12 :
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La proposition suivante montre que cette matrice permet de
reconstruire l'application linéaire 7 pour tout vecteur v de V.

Pour v fixé dans V, la matrice colonne des composantes de T(v)
dans la base f (not¢ T(v),) est le produit de la matrice A, par la

matrice colonne des composantes de v dans la base e.
T(v)f =fAe ) ve

Preuve :

Calculons T(v),avec v = Exiei.

i=1

(), = (T (Sxiei)) =xT(e), +x,T(e,), +...+x,T(e,),
i=1 f

a; ap, a,,
=X + X, +o.4 X,
apl ap2 apn
ap X, +apX, +-+4q,,x,
a, X, +0a,X,++a,x,
a4 ap a, | [ % X1
= =ng
apl ap2 apn ‘xn ‘xn
D’ou la formule annoncée : T(v), = A, v,

Soit V un espace vectoriel de dimension 4 muni de la base
e = (e ;e,;e;;e,). On définit une transformation linéaire L de V
en posant :

L(e) =e, +e,, L(e,) = 2e, + e;, L(e;) = 3e; + e,, L(e,) = e,.

a) Donner la représentation matricielle de L dans la base e
b) Donner la représentation matricielle de L dans la base e au
départ et e’ a I’arrivée ol e’ = (L(e,), L(e,), L(e;), L(e,)).

Soit L: IR> — IR? : L(x, ; X, 5 X3 3 X, 5 X5) = (X, ; X, — X5 ; 3%,)

a) Donner la représentation matricielle de L lorsque I’on choisit
pour IR’ la base canonique ordonnée e et pour IR’ la base f
définie par:

f=(1:1:0),0;:1;0),0;1;1))
b) Calculer L(1 ;1 ;2 ;3 ;5) exprimé dans la base f.
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3.3 Quelques applications T usuelles de R* — R?

Symétrie orthogonale relativement a 1’axe Oy :
(-x3y)
w=T()
Symétrie orthogonale relativement a 1’axe Ox :
A
> (x3y)
» N
X
>
)/’
w=T()
(x3-y)
Symétrie orthogonale relativement a droite y = x :
Ay
w=Tw) | g0 y=x
\‘ N
Y_polxy) X
Projection orthogonale sur 1’axe Ox :
Ay
> (x3)
v |
) (x;0) X
w=T(v)

3M,,— Jt 2022



APPLICATIONS LINEAIRES

67

Projection orthogonale sur 1’axe Oy :

(x:y)

\ 2

Rotation d’un angle 0 autour de 1’origine :

Homothétie de rapport k centrée a 1’origine :

34 Quelques applications T usuelles de R* — R®

Symétrie orthogonale relativement au plan Oxy :

(x3y32)
! y

(x:y5-2)
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(x;-y;2) (x;y32)

Symétrie orthogonale relativement au plan Oxz :

Symétrie orthogonale relativement au plan 0yz :

Z

Y
(x;y:;0)

Projection orthogonale sur le plan Oxy :

(x:y:2)

——————————— o

Projection orthogonale sur le plan 0xz :

0;y;2)

(y:2)

Projection orthogonale sur le plan 0yz :
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Homothétie de rapport k centrée a 1’origine :

(x;y;2)
y o

e sy k)

Rotation autour de I’axe Ox d’amplitude 0 :

Rotation autour de I’axe Oy d’amplitude 0 :

(:y32)
[

Rotation autour de I’axe 0z d’amplitude 0 :

\

Remarque importante :  Dans les exercices qui suivent, si aucune précision n’est donnée
concernant les bases utilisées, nous considérerons par convention

les bases canoniques des espaces vectoriels.

IDOLTRNEEN Dans IR’, déterminer la matrice de la symétrie orthogonale

relativement au plan x + y =0
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|IDCCIRBERN Construire les matrices des applications linéaires suivantes de IR?
dans IR*.

a) la rotation d’un angle 0 autour de l’origine dans le sens
contraire des aiguilles d’une montre.

b) la projection sur la droite y = 2x parallelement a la droite y = 3x

Exemple Déterminer la matrice de la projection parallele au vecteur
v=(5;4;3)surle plan d’équation 2x — 3y + z = 0.

L \‘g‘é www javmath.ch \ \gj
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D CLVIRNERN Construire la matrice de la projection sur le planx + y +z=0
x=0

parallelement a la droite {
y=0

(R CYORN RN 1. endomorphisme' IR* — IR* : v —Av consiste en la projection de
I’espace IR’ sur le plan d’équation z = O suivant la direction
(1;1;2). Déterminer la matrice A.

D CLVIRNVEN a) Déterminer la matrice M de la projection orthogonale sur le
plan d’équation x + y + z =0.
b) Que vaut Det(M) ? Est-ce une surprise ?
la symétrie orthogonale relativement au plan 2x — 3y +z=0.

D CYUIRNEEN a) Déterminer dans la base canonique ordonnée la matrice M de
b) Que vaut M *?

1D GYUIRNEEN Soit I’application :
L: P, — 1P,
[ S+
a) Montrer que L est une application linéaire.

b) Déterminer la matrice M de [Dapplication linéaire L
relativement a la base de IP, :

Bz(xz;x;l)

¢) Montrer que la matrice M est inversible et calculer son
inverse.
d) Résoudre I’équation '+ f=x"-2x-3.

(il s’agit donc de trouver la fonction f € 1P, qui satisfait a cette équation)

D CuIRPIRN Soit I’application :

L:C — C
z B> -1z

a) Déterminer la matrice M de [Dapplication linéaire L
relativement a la base canonique de C.

b) Déterminer M°.

¢) Résoudre I’équation (i—1)*-z=1

" Une application linéaire d’un espace vectoriel vers lui-méme s’appelle un endomorphisme.
3M,,,,— Jt 2022



72  CHAPITRE 3

3.4 Composition de 2 applications linéaires :

Définition :

Exemple :

Soient V, W et R trois espaces vectoriels,7: V—> WetL: W — R
deux applications linéaires. La composition des deux applications

T et L est I'application de V dans R définie par
(LoT)(v) =L(T(v))

V' . wW_".R

W

On montrera en exercice que 1’application Lo 7T que nous venons

de définir est bien une application linéaire.

En considérant une base e dans V, fdans W et g dans R, nous allons
nous intéresser a la matrice de Lo7T en fonction des matrices de T

et L. Observons ceci sur un exemple :

S . A . b]l bl2
oit /A, =| a, a, |lamatricedeTet B, =

21 22

Soit v = (x ; ¥) un vecteur de V. Alors

app  dpp X
T(v)= a21 a22 ( )=

y
as; a4z
ap X +da;,y
L(T(v))=(”“ b b )a;xwiy =
b21 b22 b23 az1x+a32y

Que I’on peut écrire sous la forme :

L(T(v)) = (

biay +bypay +bjzas  byag, +bpay, +bizas,
by1ay1 +byyay +byzaz  byag, +byay, +byas,

bIS

23

Ib)-

) la matrice de L.

On voit donc apparaitre dans cet exemple la multiplication des 2 matrices B-A.

Ce résultat se généralise dans le théoréme suivant :
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Théoreme :  Soient V, W et R trois espaces vectoriels, T: V— Wet L: W — R
deux applications linéaires et des bases ordonnées e de V, fde W et
g de R. Alors la matrice g(L oT), représentant LoT a travers les

bases e et g est le produit des matrices ,L; et (T, représentant L a
travers les bases fet g et T a travers les bases e et f.

g(LeT)e = oLy - 4T,

Preuve a compléter :  Soitve V.Ona

g(L o T)e v, = (L o T)(v) """" Rappel .
- SiT:V->W
- L( ”H'EK} )g ! bo.e bof
w
—L(w) T(v),=/T, v,
= L -w

|

™~

~
m‘

On adonc bien ,(LoT), v, = (gLf-fTe)-ve pour tout v € V, ce qui

montre bien le résultat voulu.

D CLRPIB Montrer que 1’application Lo T est bien une application linéaire.

D CYURPIEN De IR> — IR?, on considere les deux transformations linéaires’
suivantes:

T : rotation d’un angle de 30° autour de 1’origine.
U : homothétie de rapport -1/2 centrée a I’origine.

En considérant la base canonique

a) déterminer les matricesde UoT et ToU

b) que constatez-vous ?

¢) ce résultat se généralise-t-il pour toute transformation
géométrique ?

|IDCL VRPN Démontrer les fameuses formules d’addition d’angles
(cf. page 30 formulaire)
a) sin(a + B) = sin(a) cos(B) + cos(a) sin(PB)
b) cos(a + ) = cos(a)cos(PB) — sin(a) sin(3)

D GYUIRPZEN Déterminer dans la base canonique la matrice de rotation d’un
angle de 7/3 autour d’un axe perpendiculaire au plan o d’équation

y=z

On appelle transformation linéaire toute application linéaire représentant une transformation géométrique

(rotation, projection, symétrie, ...)
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3.5 Matrice de changement de base :

Définition : Si V est un espace vectoriel muni de deux bases e = (e, ; ... ; e,) et
e'=(ey; ... ;e,) alors considérons I’application linéaire de V dans
V (donc endomorphisme) ot la base e est transformée en la base e’.

On sait que les colonnes de la matrice de cette transformation
seront formées des vecteurs e; exprimés dans la base e; .

Cette matrice s’appelle matrice du changement de base et sera

notée :  Id

e e

Exemple : Soit V = IR*> muni des 2 bases suivantes :

e=(e ;e)oue =(1;0)ete,=(0;1)
e'=(ej;er)oue;=2;1)ete,=(0;-1)

* Calculer ,Id, (exprimer chaque e; dans la base ')

i * Calculer ,Id, (exprimer chaque e; dans la base e)

2
* Exprimer v, = (3) dans la base e’

1
* Exprimer v, =( 2) dans la base e
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* Les 2 transformations , Id,

., Id, étant réciproques, il n’est pas
surprenant que le produit des 2 matrices donne la matrice identité
ou de maniere plus pratique, une des matrices s’obtient comme

I’inverse de ’autre.

Théoréme :  Soit V un espace vectorielete = (e, ;... ;e,)et e'=(e;; ... ; e,)
deux bases de V.
Soit v un vecteur de V : * exprimé dans la base e, on le notera v,,
* exprimé dans la base ¢, on le notera v, .

Alors,
Vv, =,d,v,
2) ,1d, estinversible et (eflde)'1 = ld,

Preuve:

IDCYRFEARN V = IR muni des 3 bases suivantes :

* ]la base canonique e = (e, ; e,),
ce'=(ej;ey)oue; =(1;-2)ete;, =(2;1)
ce’'=(ej;es)oue=2;-ete;=(1;1)

On considere les 3 vecteurs suivants : v, =(2;3), w, =(1; 1) et
u, =(1;1).

a) représenter la situation sur une figure d’étude,
b) déterminer ,Id,, ,Id, et avec un minimum de calcul ,.1d,,

¢) déterminer v, v, w,, U, .
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3.6 Représentations d’une application linéaire dans des bases différentes :

Soit T: V — W une application linéaire. Supposons V muni de deux
bases ordonnées ¢ et ¢’ et W muni de deux bases ordonnées fet f'.

Connaissant la matrice ;7, de cette transformation exprimée dans
les bases e et f, on sera amené a devoir déterminer la matrice frTe/

de cette méme transformation par rapport aux bases e’ et f'. On a
la formule :

f,];/ = ffldf ‘ fTe ‘ elde’

On peut résumer ce qui précede par le diagramme suivant :

fTe

Vbase e —— Wbasef

plde || ¢ldp

€

Vbase e Wbase f!

frle

Exemple :  Soit |’application linéaire T: R — IR® définie par
Tx;y;2)=Cx+y+2z;x+2z2;y)

On définit deux bases ordonnées: e e la base canonique,

s f=(f:f.: [ avec
fi=(1;050), f,i=(1:;1;0) et fi=(1;1;1).

Déterminer les deux matrices , 7, puis T;.
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IR CEURPIEN a) Soit 7: IR> — IR? une application linéaire définie par
Tx;y)=Q2x+3y;-y)
Déterminer la matrice, A, de T relativement a la base
canonique e puis ; A, relativement a la base /= ((1; 1) ; (-1 ; 2))
b) Soit T: IR* — IR” une application linéaire définie par
T(x;y)=(y;-5x+ 13y ; -7x + 16y)
Déterminer ;A ,la matrice de T relativement aux bases :
e=(e ;e)de R*etf=(f ;f,:;f,) de R’
ou: ¢=03;1),6,=(5;2);
Si=1505-1),5=(1:2;2),f,=0:1;2).
1 démarche: exprimer I'image des vecteurs e; dans la base f;.

2°m démarche: commencer par déterminer la matrice de T par rapport aux bases
canoniques de IR? et de IR®.

1D CLRPIEN Soit L une application linéaire d’un espace vectoriel V dans lui-
méme. Supposons que dans la base e = (e, ; e, ; e;) I’application L
se représente par la matrice

Notons u = (u, ; u, ; u;) une nouvelle base avec:
u=e+e,u,=e +e,u,=e +e,

Construire la matrice , L, .
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(R CYORPIEN  Soit 7: IR*> — IR? une application linéaire définie de la maniére
pp
suivante : I’image d’un point est le symétrique de ce point par
rapport a la droite y = 3x, parallelement a la droite x = 3y.
Y= (cf. figure ci-contre)

Nous utiliserons 2 démarches afin de déterminer la matrice de
cette application par rapport a la base canonique.

— / (x‘:y)*

T(X:y) | 1 X=

€\

a) 1°° démarche géométrique :

/ Géométriquement, déterminer 1’image des deux vecteurs de
base (1 ;0) et (0; 1). En déduire la matrice demandée.

b) 2°™ démarche avec un changement de base :

Choisir 2 vecteurs u,, u, tel que 7T(u,) et T(u,) soient faciles a
déterminer. Exprimer la matrice représentant 7, a travers la
base (u, ; u,). A T’aide des matrices de changement de base,
déterminer ,7,.

Soit T: IR> — IR’ une application linéaire définie de la maniére
suivante : I’image d’un point est obtenue par une rotation de ce
point d’un angle de 90° dans le sens des aiguilles d’une montre
autour de I’axe de rotation x = y.

Déterminer la matrice de cette application par rapport a la base
canonique.

3.7 Ker(T),Im(T), injective, surjective et bijective :

Définition : Soit 7:V — W une application linéaire.

— W Onappelle noyau de T, not€ Ker(7), I’ensemble des v € Vtels
que T(v) = 0 (cf. figure ci-contre).

Vv
o Donc par définition

Ker(T) Ker(T)={ve VIT(v) =0}

Définition : Soit 7:V — W une application linéaire.

- W on appelle image de 7', noté Im(7T'), ’ensemble des w € W tels
qu’il existe v € V avec T(v) = w (cf. figure ci-contre).

Donc par définition

Im(T) ={w €W | Iv e Vtel que T(v) = w}
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Remarques : Dans le cas des "fonctions classiques" f: IR — IR

* Ker(7) correspondrait aux zéros de la fonction f.
e Im(7) correspondrait a Im(f)

Exemple: 1) Soit P: IR’ > 1IR’: P(x;y;z)=(x;y;0),laprojection sur le
plan Oxy parallelement a 1’axe des z. L’application P étant
une application linéaire :

Ker(P) =

Z
(x;‘y;z) Im(P) =

Colorier en 2 couleurs différentes Ker(P) et Im(P) sur la
représentation ci-contre :

Déterminer la dimension de Ker(P) et d’Im(P)

Exemple : 2) Soit 7: IR’ = IR*: T(x, ; X, ; X3) = (X, + X, ; 2X, + X3)
Déterminer Ker(7), en donner une base et sa dimension.

Théoréme : Soit 7: V — W une application linéaire. Alors
e Ker(7T)estun SEV de V.
e Im(7) estun SEV de W.

1D GYUIIRRIUE Démontrer le théoréme précédent.
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IDCYVIRIRIEN Pour chacune des transformations linéaires 7 suivantes :

1) Colorier en 2 couleurs différentes Ker(7) et Im(7)

2) Expliciter Ker(7), Im(7)

3) Préciser les dimensions de Ker(7) et Im(7)

4) Que peut-on conjecturer sur dim(Ker(7)) + dim(Im(7)) ?

a)7T:R* > R* b) T: R* > R*

Projection orthogonale sur I’axe Ox

oT7T:R'-> R’

Symétrie orthogonale relativement au plan Oxz Projection orthogonale sur le plan Oyz

(DO VIRRPEN Pour chacune des applications linéaires T suivantes, calculer
Ker(T), en donner une base et sa dimension.

a)T: R >R :(x,;x;x) = (x, +x,; 2x3)
b)T:R* > R*: (x,;x,) = (x,;0)

o) T:R* > R*: T(x, ; x,) = (2x,; X,)

DT R >R :Tx;y)=(x;y;x+Y)

e)T:IR° >R :T(x;y;2)=(x+2y+3z;4x+5y+62; 7x + 8y + 92)

Définitions : Soit une application linéaire 7:V — W

* elle est dite injective si pour tout vecteur u et v de V

u=v = Tw)y=T)

ou de facon équivalente : | T(u)=T(v) = u=v

¢ elle est dite surjective si tous les vecteurs de W sont atteints :

IVv)=w

* elle est dite bijective (one to one) si elle est a la fois injective
et surjective
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D CYVIRRRIM 1) Parmi les 4 applications linéaires proposées a 1’exercice
3.31, lesquelles sont injectives, surjectives, bijectives ?

2) Parmi les 5 applications linéaires proposées a l’exercice
3.32, lesquelles sont injectives, surjectives, bijectives ?

Exemple : a) Déterminer une base du noyau Ker(7) de la transformation
linéaire de matrice A avec

1 -1 3
A=|5 6 -4
7 4 2

b) Déterminer une base de Im(7)

Pour répondre a la partie b) de I’exemple, nous aurons besoin
du théoréme suivant :
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Théoréme : Si V et W sont des espaces vectoriels de dimension finie et si
T:V — W est une application linéaire alors 1’image par 7 d’une
famille génératrice de V est une famille génératrice de Im(7).

Preuve :

Attention : Le théoréme ne dit pas que I’image d’une base est une base. Par
contre, I’image d’une base est une famille génératrice. Il
restera a controOler si elle est libre ou non.

Reprise de ’exemple : Déterminer une base de Im de la transformation linéaire de
P P
matrice A avec

1 -1 3
A=|5 6 -4
7 4 2
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ID O TRREEN Soit F une application linéaire de IR® dans IR’ définie par F(v) = A-v

Exercice 3.35 :

Exercice 3.36 :

3M,,— Jt 2022

Théoreéme :

Preuve :

=21 -35 -42
avec A=| 9 15 18
3 5 6

a) Donner une base de Im(F)
b) Vérifier que Im(F) c Ker(F)
¢) Sans calculer A%, montrer que A> =0

Soit F : IR — IR® I’application linéaire de définie par F(v) = A-v

1 0 O
avec A= 1 0 O
1 -1 1

a) Calculer F(1;2;3)

b) Déterminer Ker(F)

¢) Démontrer que Im(F) = {v € IR*| F(v) = v}
d) Interpréter F géométriquement.

0 3 0 1
Soit A={ 0 0O 0 O
1 0 -2 0

Notons L, I’application linéaire associée : L,(v) = A-v

a) Déterminer le rang de cette matrice.
b) Décrire le noyau de A, donner une base, préciser la dimension
¢) Méme question pour I’image de A.

Une application linéaire T est injective < Ker(7) = {0}
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1D CYIRIRYEN Soit ' une application linéaire représentée dans la base canonique
1 1 k
par lamatrice A=| 1 k 1
kK 1 1
a) Pour quelle(s) valeur(s) de k I’application F est-elle injective.

1

b) Soit b=| k |. Pour quelle(s) valeur(s) de k, le systtme A-v = b
K2

n’admet-il aucune solution ?

¢) Pour k = 0, trouver l'inverse de A et résoudre, grace a cet
inverse, le systtme A'v=>b

3.8 Théoreéme du rang (ou théoreme des dimensions):

Théoréme des Si V et W sont des espaces vectoriels de dimension finie et si
dimensions : [ : V — W est une application linéaire alors

dim V =dim Ker(L) + dim Im(L)

Ker(L) - _
-= -7 Im(L)

Avant d’en voir une preuve, utilisons ce résultat dans quelques exercices :

D ORI a) Soit F: R* — IR* application linéaire telle que
Ker(F) = Im(F). Que vaut dim Ker(F) ?

b) Construire une application linéaire T : IR> — IR’ telle que

Ker(T) = Im(T)

¢) Soit R : IR’ — IR’ une application linéaire injective. Que vaut
dim Im(R) ?

Soient v,, v, et v, trois vecteurs linéairement indépendants de IR?,
et T: IR’ — IR’ une application linéaire telle que
T(v)=(1;0;0),T(v))=(0;1;0)etT(v) =(0;0;1).
Déterminer Ker(7).

1D CYUIRI I 1a transformation linéaire T de matrice A est-elle injective ?

1 -2
A={2 -4
-3 6
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Théoreéme :

Exercice 3.41 :

Définition :

Exemple :

Exercice 3.42 :

Théoreéme :

Corollaire :

Soit 7: V — W une application linéaire ot V et W sont des
espaces vectoriels de méme dimension finie.
Alors, les affirmations sont équivalentes :

(1) Ker(7) = {0}

(2) T est injective

(3) T est surjective

(4) T est bijective

Prouver le théoréme précédent.
Soit A une matrice de type m x n.
On appelle transposée de A, la matrice notée A" (de type nxm)

obtenue en échangeant les lignes et les colonnes de A.

Déterminer la transposée de la matrice A définie par:

1 -2
A=|2 -4
3 6

Calculer le rang des matrices suivantes puis de leur transposée:

1 2 2 3 21
a)A=| 3 4 b)B=|6 5 1 3
3 6 2 6 109
1 23 -1 3 5
oC=|(2 2 1 dD=| 1 -3 -5
3 21 -1 3 5

Soit A une matrice, alors rang(A) = rang(A")

Sans preuve.

Soit T: V— W une application linéaire de définie par 7(v) = A-v

alors : dim Im(7) =rang A |.

|ID ORI Discuter le rang de la matrice

1 1 0 1
32 -1 3
A=l % 3 2 0
10 -4 3
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a) Donner la forme échelonnée réduite de A

b) Quel est le rang de A ?

¢) Quelle est la dimension de 1’image de 1’application linéaire
définie par A ?

d) Quelle est la dimension du noyau de cette application linéaire ?

e) Donner une base de ce noyau.

IOy VIRE LN Pour chacune des 4 transformations linéaires 7 ci-dessous :
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1) Déterminer la matrice A de cette transformation

2) Si possible, déterminer la matrice B de la transformation
inverse. Si ce n’est pas possible, expliquez pourquoi.

3) Que pouvez-vous affirmer au sujet de ces 2 matrices A et B ?

a)7T:R* > IR*

> (X3Y)

(x;0) X

| w=T()

Projection orthogonale sur I’axe Ox

oT7T:R'-> R’

(x;-y;2) (x3y;2)

Symétrie orthogonale relativement au plan Oxz

b) T: R* > R*

(W5 wy)

5 (x1)

X
»
>

Rotation d’un angle 6 autour de l’origine

d7: R >R’

0;y:2)

(x3y:2)

Projection orthogonale sur le plan Oyz
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Théoreme : Soit A une matrice carrée d’ordre n. Alors :

A estinversible <« L’application L, : v — A-v est bijective.
< det(A) 20

| CYOREIRE Déterminer pour quelles valeurs de A les matrices suivantes sont
inversibles et calculer ces inverses.

b) B =

&
N’
B
1l
> = O
S > =
—_ o >

S OO =
S O = >
S = > O
—_ > 0o O
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Chapitre 4: Valeurs propres et vecteurs propres

4.1 Introduction et définitions

Introduction : S’il est vrai qu’une transformation linéaire v+> Av peut faire
bouger un vecteur dans des directions tres variées, il arrive souvent
que, sur certains vecteurs, I’effet de A soit extrémement simple.

Observons ceci sur un exemple de IR”:

1/3 4/3
a) Calculer puis construire ci-dessous Au, ainsi que Av.

SoitA:(S/3 2/3J,u=(-l;l) et v=(2;1).

N

w

)]

(1N

" 4

5 4 3 -2 -1 1 2 3 4 5

b) Calculer w = u + v puis Aw. Représenter le tout ci-dessus.

¢) Que constate-t-on ?

Définition : Soit L une application linéaire d’un espace vectoriel V dans lui-
méme. Un vecteur v de V non nul est appelé vecteur propre de L
s’il est colinéaire a son image L(v), ce qui signifie qu’il existe un
nombre réel A tel que L(v) = Av.
Ce nombre A s’appelle valeur propre associée au vecteur propre.
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Remarques :

On peut également proposer cette définition équivalente :

Un nombre réel A est appelé une valeur propre de L s’il existe un
vecteur v non nul tel que L(v) = Av. Ce vecteur v s’appelle
vecteur propre associé a la valeur propre.

Si A est la représentation matricielle de I’application linéaire L,
un vecteur propre (resp. valeur propre) de A sera par définition
un vecteur propre (resp. valeur propre) de 1 application
linéaire L.

4.2 Notions intuitives sur les vecteurs propres et valeurs propres

Exemple :

20

1
Considérons la matrice A=(0 1 2
1

a)

b)

c)

0 2

Montrer que le vecteur v = (1 ;0 ; 0) est un vecteur propre de
valeur propre A = 2.

Montrer que le vecteur w = (1 ; 1 ; 1) est un vecteur propre dont
on déterminera sa valeur propre A associée

Montrer que A = -1 est une valeur propre dont on déterminera le
vecteur propre associé.

3M,,— Jt 2022



VALEURS PROPRES ET VECTEURS PROPRES 93

a) La valeur A = 2 est-elle une valeur propre de A = ( g é ) ?
Si oui, déterminer un vecteur propre associé.
b) Le vecteur v = (1;4) estil un vecteur propre de

A= 2 o
-3 8
Si oui, déterminer la valeur propre A associée.

¢) La valeur propre A = 4 est-elle une valeur propre de

3 0 -1
2 3 1 |7
-3 4 5

Si oui, déterminer le ou les vecteurs propres associés.

Exemple : La symétrie L par rapport a une droite D passant par 1’origine est une
application linéaire.

L(v) \

v

a) Que peut-on affirmer au sujet de tout vecteur non nul situé sur
D?

b) Que peut-on affirmer au sujet de tout vecteur non nul
perpendiculaire a D ?

En déduire 2 vecteurs propres, ainsi que leur valeur propre associée,
de I’application L
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La rotation ‘R d’angle 8 autour de 1’origine dans le plan est une
application linéaire représentée dans les bases canoniques par la
matrice :

cosO® -—sin0
sin@ cosO

a) Si On’est pas un multiple de i, montrer que R n’admet aucun
vecteur propre.

b) Si 0 = &, déterminer les vecteurs propres (et valeurs propres)
de R.

¢) Si 0=2m, déterminer les vecteurs propres (et valeurs propres)
de R.

Démontrer les affirmations suivantes:
a) Sivestun vecteur propre de L de valeur propre A et si o est
un nombre réel non nul, alors oy est aussi un vecteur propre
de L de valeur propre A.

b) Si u et v sont deux vecteurs propres de L de méme valeur
propre A et si u + v # 0, alors u + v est un vecteur propre de
L de valeur propre A.

¢) Si u et v, linéairement indépendants, sont deux vecteurs
propres de L de méme valeur propre A, alors que peut-on
affirmer au sujet du vecteur w = o + v pour tout o, 3 non
nuls ?

Exemple :  Op considere dans I’espace IR’ la projection P sur un plan o
passant par 1’origine, parallelement a un vecteur .
L’application P, ainsi définie, est une application linéaire.

a) Que peut-on affirmer au sujet des vecteurs du plan o ?

b) Que peut-on affirmer au sujet du vecteur v définissant la
direction de projection ?

En déduire 2 valeurs propres A, et A, de l’application L, et
discuter des vecteurs propres associés.

3M,,— Jt 2022



Définition :

Exemple :

(x;y;2)

(x:y:;0)
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Exemple :
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Si A est une valeur propre de 1’application linéaire L, on note
V) - le sous-espace vectoriel de V engendré par les vecteurs
propres de valeur propre A = ....

On considere la projection orthogonale sur le plan Oxy.
Déterminer 2 valeurs propres, leurs vecteurs propres associés,
ainsi que les espaces propres.

Pour chaque transformation linéaire suivante, déterminer des
valeurs propres, leurs vecteurs propres associés, ainsi que les
espaces propres.

Dans IR*
a) Symétrie orthogonale relativement a 1’axe Oy.
b) Projection orthogonale sur la droite y = x.

Dans R’

¢) Projection orthogonale sur le plan Oyz.

d) Symétrie orthogonale relativement au plan Oxz.
e) Projection orthogonale sur le plan y = z.

4 -1 6
Soit A=| 2 1 6 | lamatrice d’une application linéaire L,.
2 -1 8

Sachant que A = 2 est une valeur propre de A, déterminer une
base associée de 1’espace propre V, _,.
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IO COWEERN Déterminer 1’espace propre associé a chaque valeur propre

Théoréme :

On considere la matrice A=| 3 2 -1

mentionnée.
a) A= ; (1) avecA=1puisA=5
1 0 -1
b) A=| 1 -3 0 |avecA=-2
4 -13 1
4 2 3
¢c) A=| -1 1 -3 | avecA=3puisA=38
2 4 9
L’ensemble {v,;...;v,} des vecteurs propres associ€és aux
valeurs propres distinctes A,, ..., A, d’une matrice carrée A d’ordre

n est linéairement indépendant.

Sans preuve.

2 3 -5

55 -6

a) En échelonnant la matrice augmentée adéquate, résoudre
I’équation A-X =0

b) Expliquer pourquoi cette équation admet "une" solution non
triviale, ¢’est-a-dire différente du vecteur nul X = 0.

¢) Que peut-on affirmer au sujet de déterminant Det(A) ?

Théoréme :

L’équation matricielle Av = 0 admet une solution non triviale
Det(A) =0
Justification :
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Théoreme : Résoudre I’équation matricielle Av = Ay

0

Résoudre 1’équation matricielle (A - Ay =0

a, 4y,

Preuve : Posons A=| : : : etv=| : |,

nl ann n

a,v,+a,v, +--+a,v, =y,
Avody e ] GVitapVytootay, = Av,

a,\v,+a,v,+--+a,v, =\

n

(a,, =My, +a,v, +--+a,v, =0

ayv,+(ay, -Nv,+-+a,v, =0

=
a,v,+a,v,++(a,-Nyv, =0
ay A ap, a,, Vi 0
PN ay azz. A a,, V'z _1 0
anl an2 ann - }\‘ vn 0
a, ap a,, 1 0 0 Vi 0
At Gy Ay G |_5, 0 1 0 v, [_| O
anl an2 ann O 0 1 Vn O
SA-Mw=0
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Théoreme : Un scalaire A est une valeur propre d’une matrice carrée A d’ordre
n si et seulement si A satisfait a 1’équation caractéristique

det(A-Al)=0

Preuve :
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Exemple (début) : Déterminer 1’équation caractéristique puis les valeurs propres de

3 0 -4
I’endomorphisme donné par sa matrice A= 2 -1 -2
2 0 -3

(relativement 2 la base canonique de IR®)

1D CYUENEN Déterminer 1’équation caractéristique et les valeurs propres des
matrices suivantes :

a)A=(2 7) b)A=(3—2)
7 2 1 -1
C)A=(21) d)A=(5 3)

-1 4 4 4

Montrer que I’endomorphisme / de IR? défini par
h((x 5 y) = (-y ;)
n’admet aucune valeur propre.
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DGR EN Déterminer 1'équation caractéristique et les valeurs propres des

Exemple (fin) :

3M,,— Jt 2022

matrices suivantes :

0 -1 0 2 4 3
aj A= 0 1 O b) A=| 4 -6 -3
1 1 1 3 3 1

Déterminer les sous-espaces propres associés aux valeurs propres

3 0 -4
de I’endomorphisme donné par sa matrice A= 2 -1 -2
2 0 -3
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IDCCESUEN On considere I’endomorphisme de IR? donné par la matrice

Exercice 4.11 :

Exercice 4.12 :

Exercice 4.13 :

Exercice 4.14 :

Exercice 4.15 :

a)
b)

c)

d)

2 2 -1
A= -1 -1 1
0O 0 1

Déterminer 1’équation caractéristique A.

En déduire les valeurs propres.

Pour chaque valeur propre, déterminer 1’espace propre
associé.

En déduire la transformation géométrique définie par cette
matrice.

On considere un endomorphisme défini par une matrice carrée
d’ordre n. Justifier I’affirmation suivante :

Un tel endomorphisme admet au plus n valeurs propres
différentes.

Déterminer les valeurs propres de la matrice triangulaire :

a, 4, a4
A=l 0 ay ay
0 0 ay

Ce résultat se généralise-t-il a toute matrice carrée d’ordre n ?

Déterminer les valeurs propres de la matrice A =

-1 0
5

S oo

0
0 -1

On considere I’endomorphisme de IR* donné par la matrice

a)
b)

c)

d)

/3 -2/3 2/3
A=| -2/3 1/3 2/3
2/3 2/3 1/3

Déterminer 1’équation caractéristique A.

En déduire les valeurs propres.

Pour chaque valeur propre, déterminer 1’espace propre
associé.

En déduire la transformation géométrique définie par cette
matrice.

On considere I’endomorphisme de IR* donné par la matrice

1 0 -2
A= 0 1 -2
0 0 -1

Déterminer la transformation géométrique définie par cette
matrice.
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IDCENTEN On considere I’endomorphisme de IR? donné par la matrice

2 00
A= 0 2 O
0 0 2

a) Déterminer ses valeurs propres.

b) Déterminer leur espace propre associé.

¢) Quelle est la transformation géométrique définie par cette
matrice.

IDCENYEN On considere I’endomorphisme de IR? donné par la matrice

-2 2 3
A=| 2 1 -6
-1 -2 0

a) Déterminer ses valeurs propres.

b) Déterminer leur espace propre associé.

¢) Que devient la matrice de cet endomorphisme si I’on
considere, non pas la base canonique, mais la base formée par
les 3 vecteurs propres ?

IPETENCEN On considere 1’endomorphisme f de IR’ donné dans la base
canonique e par la matrice :

“1/2 1 1/2
A=l 1 =172 1/2
“1/2 -1/2 -1

a) Déterminer I’équation caractéristique de f.

b) Donner les valeurs propres de f.

¢) Déterminer une base ¢’ de IR’ dans laquelle la matrice
associée a fest diagonale et vaut :

0 0 0
A=l 0 -1/2 0
0 0 -3/2

d) Déterminer les 2 matrices ,Id, et ,Id, tels que :

A=, ,A, - 1d

e e e e e e e e

e) Calculer (,A,)" puis exprimer (,A,)" en fonction de (, A, )" .

e e

f) Calculer (gAe)6

Définition : Un endomorphisme est diagonalisable s’il existe une base dans
laquelle la matrice de cet endomorphisme est diagonale.
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IDCENCEN On considere 1’endomorphisme 4 de IR’ donné, dans la base
canonique e par la matrice :

| 1 18 -6
H=—| 18 1 6
-6 6 17

a) Déterminer le polyndme caractéristique, les valeurs propres
et les espaces propres associés.

b) Diagonaliser H puis donner les matrices de passage et la
relation qui lie ces matrices.

¢) Montrer que I'image de la base canonique e par cet
endomorphisme est une base orthonormée.

d) Caractériser géométriquement cet endomorphisme 4.

D YUV On considere T la transformation géométrique suivante :

Symétrie orthogonale vectorielle de direction paralléle a v = ( 12)

a) Déterminer les 2 valeurs propres de cette transformation

b) Donner une matrice diagonale de 7" en précisant la base e’ a
considérer.

¢) Donner les matrices de passages permettant d’exprimer T
dans la base canonique e.

d) Donner la matrice de cette transformation par rapport a la
base canonique.
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