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Introduction a la géométrie analytique

0.1 Introduction

“Les 3 géométries”:

Euclide
env. -325 — env. -265

René Descartes
1596 — 1650

La géométrie euclidienne porte sur I’étude de figures du plan
(droites, cercles, triangles, etc.). Les théorémes sont démontrés en
procédant par déduction a partir de certains postulats.

La géométrie vectorielle porte sur I’étude des vecteurs (défini par
une direction, un sens et une mesure). L’introduction de cet outil
mathématique permet en particulier de contréler 1’alignement de
points, le parallélisme ou la perpendicularité de droites, de détermi-
ner les coordonnées de points particuliers, de distance entre deux
points, de calculer des angles. ..

En géométrie analytique, les figures géométriques planes sont étu-
diées en introduisant des systemes de coordonnées, puis en utilisant
des équations et des formules.

En fait, il s’agit ici de réaliser le « réve de Descartes », c’est-a-
dire de remplacer les démonstrations basées sur des raisonnements
géométriques par des calculs en utilisant les coordonnées cartésiennes.
Descartes proposait dans ses ouvrages « Regles pour la direction de
I'esprit » et « Discours de la méthode », la démarche suivante :

e “Ramener” d’abord tout probleme a un probleme de mathématique.

e “Ramener” ensuite tout probleme mathématique a un probléme
d’algéebre.

e “Ramener” enfin tout probleme d’algébre a la résolution d’équa-
tions.

Nous étudierons (chapitre 1 a 3) du cas des droites, triangles, droites
particulieres du triangle et cercles dans le plan. Le chapitre 4 (pour
le niveau renforcé) nous permettra d’étudier les plans et les spheres
dans I’espace.

Dans le plan, comme dans 'espace, il s’agira avant tout de calculs
de type algébrique.

L’outil de départ pour introduire les nouvelles notions de géométrie analytique est obligatoirement
la géométrie vectorielle. Ceci justifie ce chapitre 0. A P’aide de celui-ci, vous devrez au plus vite
vous rafraichir la mémoire sur les notions importantes de géométrie vectorielle.
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Equations de la droite dans le plan

1.1 Introduction

Exercice d’intro:

On considere ’équation vectorielle : <§) = <_23) +k- <‘;>

Représenter, dans un systéme d’axes Ozxy, les points (z;y) corres-
pondant aux valeurs du parametre :

k=-3;-2;-1;0;1;2;3.
> Par exemple, si k = 4, alors on obtient :
x -3 3 9
()= () ()= ()
On représente alors le point P(9;10).

Vous devriez constater que tous les points obtenus sont situés sur
une méme droite. Nous allons maintenant caractériser les droites
dans le plan par leurs équations.

1.2 Equation vectorielle paramétrique de la droite

La droite «vectorielle»:

e Une droite d est entierement caractérisée par I'un de ses points

(%1

Alay ;ag) et un vecteur v = ( ) définissant son orientation.

)
e Ce vecteur ¥ est appelé vecteur directeur de d.

e L’ensemble de tous les points M(z;y) du plan qui appartiennent
a la droite d est caractérisé par 'équation vectorielle paramé-
trique de la droite suivante :

W=m+m=m+k'7 avec ke R

(x) = (a1>+k~(vl> avec ke R
Yy 5) V2
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Que l'on utilisera aussi sous forme d’un systeme d’équations
paramétriques :

{x:al—l—k-vl avec k€ R

y=as+k- vy

Remarque: Si_l)a droite est donnée par deux points A et B, on prend le vecteur
AB comme vecteur directeur.

Exemple 1: Donner une équation vectorielle paramétrique de la droite

passant par A(2;—5) et de vecteur directeur v = <_23)

Exemple 2: Donner un systéeme d’équations paramétriques de la droite
passant par A(2;—5) et B(—3;2).

Exercice 1.1: a) Que peut-on affirmer au sujet des vecteurs directeurs de deux
droites paralleles ?

3 -7
Déterminer ’équation paramétrique de la droite parallele a d et
passant par P(8;—9).

b) On considere la droite d d’équation : (;) _ (2 +k‘-( o )

c) Déterminer I’équation paramétrique de la droite perpendiculaire
a d et passant par P(8;—9).
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1.3 Equations cartésiennes de la droite

Rappels:

Exemple 3:

Vous avez étudié dans un cours d’algebre de base qu’une droite
représentée dans un systeme d’axes peut étre interprétée comme la
représentation graphique d’une fonction affine :

r—mx+h
e m s’appelle la pente et correspond au calcul :

variation verticale yg —ya Ay
m = = = <

variation horizontale rp—Tys Aw

e h s’appelle I'ordonnée a l’origine et donne la hauteur a
laquelle la droite coupe I'axe Oy. Ce point d’intersection admet
donc les coordonnées H(0;h).

Une telle droite peut également s’écrire sous la forme d’une équation
appelée équation réduite :

y=mx+h (1)

ou encore équation cartésienne en “amenant” tous les termes du
méme “coté du =" :
ar+by+c=0 (2)

ot a, b et ¢ sont si possible des entiers.

e Ecrire 'équation y = —3% + 7 Sous sa forme d’équation carté-

sienne.

e Ecrire I'équation 5z + 2y — 8 = 0 sous sa forme d’équation
réduite.

e Déterminer la pente et 'ordonnée a 'origine de la droite d’équa-
tion : 3x — 2y + 7 = 0.
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e Donner une équation cartésienne et I’équation réduite de la droite

d passant par le point H(0;8) et de vecteur directeur ¥ = ( ?))

Exercice 1.2: Déterminer une équation cartésienne et 1’équation réduite de la
droite :

a) de pente m = —1/7 et d’ordonnée a 'origine h = —2.

b) de vecteur directeur v = ( 5

) passant par H(0;1/2).

Exercice 1.3: Les points suivants P(0;1/4) ; P(—2/3;0) ; P3(5;—1)
appartiennent-ils a la droite d’équation : 3x — 8y +2 =07

Exercice 1.4: On considere la droite —3x + 2y — 6 = 0.

Dans chacun des cas suivant, déterminer les coordonnées d’un point
P de cette droite :

a) ayant une abscisse égale & 3 (rappel : aze des abscisses = aze Oz) ;
b) ayant une ordonnée égale a —4

(rappel : aze des ordonnées = axe Oy);
c) ayant ses deux coordonnées égales ;
d) situé sur 'axe des abscisses
e) situé sur 'axe des ordonnées;

f) situé sur la droite 5z — 7y +4 = 0.

1.4 Les 4 démarches a connaitre par © :

Type point — pente: Donner une équation cartésienne et 1’équation réduite de la droite
passant par A(2;3) et de pente —2.
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Exercice 1.5:

Type point — point:

Exercice 1.6:

Type point — vect. dir:

Exercice 1.7:

Type pt — vect. norm:

Appliquer la méme démarche avec A(—1;7) et une pente de 3.

Donner une équation cartésienne et ’équation réduite de la droite
passant par A(2;3) et B(—3;—5).

Appliquer la méme démarche avec A(—3;4) et B(5;7).

Donner une équation cartésienne et 1’équation réduite de la droite

passant par A(4;—1) et de vecteur directeur U = <_23)

Appliquer la méme démarche avec A(1;—2) et U = (_46)

Donner une équation cartésienne et 1’équation réduite de la droite

passant par A(4;—1) et de vecteur normal ¥, = (_53) )
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Exercice 1.8:

Exercice 1.9:

Appliquer la méme démarche avec A(1;—2) et U = (_46)

Déterminer la pente puis une équation cartésienne de la droite
donnée par :

a) un point A(—5;4) et le vecteur directeur v = —3¢€; + €o;
b) un point A(3;—7) et la pente m = —1/5;

—>

61+

¢) un point A(—1/2;3/4) et le vecteur directeur v = — €y ;
d) les deux points A(7;2) et B(—5;8);
e) les deux points A(4/3;2/5) et B(3/4;—1/3);

f) un point A(—7;8) et le vecteur directeur v = € ;

1
3

[GVR )

g) un point A(4;5) et sachant qu’elle est parallele a 'axe Oy.

1.5 Représentation d’une droite dans un systeme d’axes

1r¢ méthode:

2¢ méthode:

Exemple 4:

On calcule les coordonnées de deux points (x;y) satisfaisant 1’équa-
tion de la droite.

a) On exprime la droite sous la forme y = mz + h.
b) On pose le point H(0;h) qui correspond a 'ordonnée & l'origine.
¢) On construit depuis H le triangle de la pente m en utilisant que
Ay
m = —
Ax
d) On trace la droite reliant H au point ainsi obtenu.

Utiliser la 1* méthode pour construire la droite :

(d):2z +4y —24 =0
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Exemple 5: Utiliser la 2° méthode pour construire la droite :

(d):204+4y—24=0

Exercice 1.10: Représenter les 3 droites sur les systemes d’axes ci-dessous :
Y Y . AY

1.6 = Cas particuliers des droites paralleles aux axes de
coordonnées

Exemple 6: Donner une équation cartésienne de la droite passant par :

A(2;3) et B(4;3).
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Exemple 7: Donner une équation cartésienne de la droite passant par :

A(2;3) et B(2;9).

Regles: On considére le nombre réel ¢
e 1 = c est une équation réduite d’'une droite verticale.

e y = c est une équation réduite d’'une droite horizontale.

Exercice 1.11: En observant uniquement les coordonnées des points A et B, déter-
miner si la droite AB est horizontale, verticale ou oblique.

a) A(2;-3) et B(5;-3) b) A(2;-3) et B(3;-5)
c) A(2;-3) et B(2;-8) d) A(0;0) et B(0;1)
e) A(—5;—-3) et B(—5;—3) f) A(1;2) et B(3;4)

Exercice 1.12: Exprimer dans chacun des cas suivants (si cela est possible) la pente
et I'ordonnée a l'origine des droites puis les représenter dans un
systeme d’axes orthonormé Oxy :

a) 2r—3y+6=0 b) 5z +3y—15=10
c) 2,1z +4,7y— 138 =0 d) -5y =0

e) 2r+5=0 f) —32+9=0

g) 2x =0

Exercice 1.13: Déterminer une équation cartésienne de la droite parallele a la droite
4x — 3y + 7 = 0 et qui passe par le point P(—7;8).

Méme question avec P(—2;3) et —3z + 5y + 15 = 0.
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1.7 Equation paramétrique & Equation cartésienne

Exemple 8: e Donner une équation cartésienne de : (;) = (_35) + k- <_12)

e Donner une équation paramétrique de 6z + 3y — 9 = 0.

Exercice 1.14: Déterminer une équation cartésienne de la droite donnée par le
x="T—4k

systeme d’équations paramétriques suivant : { Y= 3+ 5k

Exercice 1.15: Montrer que les équations suivantes représentent toutes la méme

droite.

) 3z +2y—11=0 py T
a — —

vy y— -2+ 3k

r =342k

d) y = —3/2 +11/2

c>{y:1_3k ) v =320 411/
e) 62+ 4y —22=0 f)9;$=y—§8

Exercice 1.16: On donne deux points A(7;2) et B(—5;8).
Soit P(x;y) un troisitme point aligné avec A et B.

a) Exprimer les vecteurs ADB = (al) et AP = (bl).

Q2 by

b) Justifier pourquoi det (al bl) =0
(05} b2

c) En déduire une équation cartésienne de la droite AB.
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Remarque: L’exercice précédent nous fournit une nouvelle démarche pour dé-
terminer 1’équation d’une droite passant par deux points (du type
point — point)

Exercice 1.17: En utilisant la méme méthode qu’a 'exercice précédent, déterminer
une équation cartésienne de la droite passant par les points A(2;3)
et B(5;—06).

Exercice 1.18: Passer en couleurs sur la figure ci-dessous 1’ensemble de tous les
points P(x ;y) possibles tels que :

a) BP+BA =0 b) |AD| = |BP|
— —b _
¢) BP+AC =0 a) det[ 7 T ) o
co — by Yy — ag

Aar; az)

B(bl ;b2>
0(01 ; 02)

Exercice 1.19: On considere le triangle ABC défini par :
A(—1;2), B(3;-2) et C(1;3).
A T'aide de lexercice qui précéde, déterminer une équation de :
a) la médiatrice de AB.
b) la hauteur hp issue de B.

c) la parallele au coté BC' passant par A.

Exercice 1.20: Soit les points A(8;—3) et B(5;4).
Soit 'ensemble F = {P(x ;y) tels que OA.OP = OA -O_B>}
a) Cet ensemble E de points correspond a un objet géométrique.
Lequel 7

b) Représenter la situation dans un systeme d’axes Ozxy.
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1.8 Intersection de deux droites

e Déterminer les coordonnées du point d’intersection des 2 droites

Exemple 9:
d et g d’équations :

—2
y=?a:+3 et Tr—12y—9=0

; . . . _ _ . T = _k
e Quen est-ilsi (d) :3x +2y—1=0 et (g)-{y:1+2k

Exercice 1.21: Trouver le point d’intersection I des paires de droites suivantes :

a) e —3y—6=0 et 6r+y—20=0
b) 4(x+3)=36—-y) e 3x+2y—4=0

x=T7—4k
c) be+4y—7=0 et {y:1+k

r=-2+k r=>5+3t
d){y:—5+2k ot {y—5+2t
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Exercice 1.22:

Exercice 1.23:

Exercice 1.24:

Exercice 1.25:

Exercice 1.26:

Exercice 1.27:

Exercice 1.28:

Exercice 1.29:

Déterminer les éventuels points d’intersection I des 2 droites :

a) dr —6y—3=0 et —20+3y—-5=0
r=1+4+k
b){y:Q—k et z+y=3

On considere les points A(—2;—1), B(4;3), C(1;3), D(5;0).
Calculer les coordonnées de l'intersection des droites AB et CD.

Calculer les coordonnées du point d’intersection des droites AB et
CD

a) A(0;2) B(2;3) C(3;5/2) D(-2;5/2)
b) A(0;2) B(2;3) C(1;0) D(3;1)
c) A(1;3) B(3;4) C(5;5) D(—1;2)

On considere les points :
A(0;1); B(0;6); C(0;5); D(13/2;—1); E(7;—4) et F(—3;13).

Déterminer les coordonnées des sommets du triangle défini par les
droites AB, CD et EF.

On considere les points A(3;—2), B(—3;2) et C'(0;—1).
a) Déterminer les équations cartésiennes des cotés du AABC.

b) Déterminer les équations cartésiennes des médianes du AABC.

Déterminer les coordonnées des sommets du triangle ABC' dont les
cOtés sont situés sur les droites d’équations :

dr+3y—5=0 ; —2x+3y—10=0 ; x=2

On donne trois sommets A(1;2), B(6;0) et C(9;2) d’un parallélo-
gramme ABCD.

Déterminer les équations des cotés et des diagonales du parallélo-
gramme ainsi que les coordonnées du sommet D.

On donne les équations de deux cotés d'un parallélogramme :
r—2y—4=0 et x+5y+24=0
et I’équation de 1'une de ses diagonales : 2z + 3y + 13 = 0.

Trouver I’'équation de la seconde diagonale et les coordonnées des
sommets.
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Exercice 1.30:

Déterminer les équations des médianes du triangle de cotés :
20 —3y+5=0 ; dbr—2y—26=0 ; 3xr+y—9=0.

Quelles sont les coordonnées du point d’intersection de ces médianes ?

1.9 La position relative de 2 droites

Exemple 10:

Exercice 1.31:

Exercice 1.32:

Exercice 1.33:

Donner deux vecteurs perpendiculaires a la droite :
(d) :bx+2y—7=0

puis une équation de la droite perpendiculaire a d passant par
P(2;-3).

Déterminer une équation cartésienne de la droite perpendiculaire a
la droite 4x — 3y + 7 = 0 et qui passe par le point P(—7;8).
Méme question avec P(—2;3) et —3x + 5y + 15 = 0.

On donne les points A(2;1), B(4;5).
a) Déterminer une équation cartésienne de la droite AB.

b) Déterminer une équation cartésienne de la perpendiculaire &
AB passant par A.

c) Déterminer une équation cartésienne de la perpendiculaire a
AB passant par B.

a) On donne les points A(2;1), B(4;5). Considérons encore le
point P(z;y) situé sur une perpendiculaire a AB passant par

A.

En utilisant le produit scalaire, démontrer que x et y doivent
vérifier la relation z + 2y — 4 = 0.

b) Déterminer une équation cartésienne de la perpendiculaire &
AB passant par B.
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Remarque: L’exercice précédent nous fournit une nouvelle démarche pour déter-
miner ’équation d’une droite passant par un point et connaissant
un vecteur normal (du type point — vect. norm)

Exercice 1.34: Déterminer une équation cartésienne de la médiatrice de BC' ou
B(13;4) et C(11;10).

Théoréme: On considere deux droites d et g dont les pentes valent mg et m,

d et g sont paralléles ou confondues <= my =my,
d et g sont perpendiculaires = mg-mg=—1

Preuve :

Exercice 1.35: Pour quelle(s) valeur(s) de ¢, les droites

(d):y=(t—2)x+3 et (9):3x—ty =0
sont-elles :
a) paralléles?

b) perpendiculaires ?
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Théoreme: Si d est une droite de pente m et o désigne I'angle d’inclinaison
(orienté) entre I'axe Oz et d alors :

m = tan(«a)

Preuve :

Exemple 11: Déterminer 'angle aigu d’inclinaison entre 'axe Ox et la droite
d’équation : 2z + 3y — 5 = 0.

Exercice 1.36: On donne les droite (d) : y =5z + 1 et (9) : y = —4x + 3.

Calculer les angles a et 8 d’inclinaison aigu (orienté) :
a) entre I'axe Ox et d b) entre 'axe Ox et ¢
En déduire les angles aigus v et 0 entre les droites :

c) detyg d) d et l'axe Oy

Théoreme: On considere deux droites d et g dont les vecteurs directeurs sont
respectivement v, et Us.

L’angle a entre les deux droites sera donné par :

— —
_1< V1 V2 )

. = COS = =
[on] - 1172
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Exercice 1.37:

Donner dans chaque cas un vecteur directeur de chacune des droites,
puis calculer 'angle aigu a formé par ces droites :

a) 3r—5y+4=0 et r+y—2=0
b) y=—-z+5 et y=—2r+1

1.10 Un petit mélange de tout ce que vous devez savoir!!!

Exercice 1.38:

Exercice 1.39:

Exercice 1.40:

Exercice 1.41:

Exercice 1.42:

Exercice 1.43:

Exercice 1.44:

Du triangle ABC', on connait les équations de 2 cotés :
(AC) : =3z —y+13=0 et (BC):x—2y—2=0.

De plus (m) : 4x —y = 1 est une équation de la médiane issue de A.

Calculer une équation de la droite AB.

Calculer les sommets d'un parallélogramme dont on donne le sommet
A(10;1), les équations de 2 cOtés :

r—2y+5=0 et —x+2y+8=0,
ainsi que I’équation d’une diagonale : 6x — 25y = —43.

Représenter dans un systeme d’axes Ozy les droites :
(d):4xr4+y—3=0 et (9) :y =12z + 2.
Déterminer :
a) l'angle a entre 'axe Ox et d b) 'angle [ entre 'axe Oz et ¢
c) langle v entre d et g.

On donne A(—4;-1), B(-3;2), C(1;4).
Calculer les coordonnées du point D tel que ABC'D soit un trapeéze
isocele de base AD.

Déterminer 'orthocentre (intersection des hauteurs) du triangle
A(2;1), B(—1;—-1) et C(3;2).

Prouver que les pieds des perpendiculaires, issues de P(9;5), aux
cotés du triangle A(8;8) B(0;8) C'(4;0) sont alignés.

Calculer les sommets d'un rectangle dont on donne 2 c6tés :
r =2y ; 20—2—15=0
et une diagonale 7x +y — 15 = 0.
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Exercice 1.45:

Exercice 1.46:

Exercice 1.47:

Exercice 1.48:

Exercice 1.49:

Exercice 1.50:

Un rayon lumineux parcourt la droite (d) : x — 2y +5 =0, et il se
réfléchit sur la droite (e) : 3z — 2y + 7 = 0.
Quelle est I'équation du rayon réfléchi?

Calculer les coordonnées du sommet C' du triangle ABC si :
e Hx — 3y + 2 = 0 est une équation de AB,
e 4 — 3y + 1 = 0 est une équation de la hauteur issue de A et

o 7x + 2y — 22 = 0 est celle de la hauteur issue de B.

Déterminer les équations des cotés du triangle ABC' connaissant
C(4;—1), ainsi que les équations de la hauteur h et de la médiane
m issue d’un méme sommet :

(h):2x—3y+12=0 et (m):2x+3y=0

Déterminer les sommets A et C' du triangle ABC' dont on donne
B(2;—7), ainsi que les équations de la hauteur h issue de C' et de
la médiane m issue de A :

(h):3z+y+11=0 et (m):x+2y+7=0.

Indication : pour déterminer C' on posera C(«;3) et on exprimera que
C € h et que le milieuw M de [BC] est sur m.

L’aire du triangle ABC vaut 3/2. Deux de ses sommets sont A(2; —3)
et B(3;—2), le centre de gravité du triangle se trouve sur la droite
d d’équation (d) : y = 3z — 8.

Calculer les coordonnées de C'.

D’un triangle ABC, on sait que A(7;—5), B(2;3), son centre de
gravité est situé sur la droite d d’équation :

(d):x—3y—3=0.
Déterminer les coordonnées du troisieme sommet C', si 'on sait
encore que sa premiere coordonnée est le double de sa deuxieme.
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Distance point-droite et bissectrices

2.1 L’équation normale d’une droite

Introduction: L ’équation normale d’une droite nous permettra de calculer la dis-
tance d’un point a une droite ainsi que d’établir les équations carté-
siennes des bissectrices d’une paire de droites données.

Définition: L’équation normale d'une droite d’équation cartésienne
ar +by+c=0
ot a, b et ¢ sont si possible des entiers.

est définie par :

ar +by+c

va? + b2

2 1
Exemple 1: Soit y = -z + - 1’équation cartésienne réduite d’une droite.

[’équation normale de cette droite est :

Exercice 2.1: Déterminer ’équation normale des droites suivantes :

a) 3x+4y—4=0 b) y =242z —04
4

c) 152+8y—7=0 d)yzgx—5

e) y—4=0 f) =5

g) y==x h) 6z —8y—29=0

23
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2.2 Proj. orthogonale et distance d’un point a une droite

Définition:

/}3,/

Exercice 2.2:

Exercice 2.3:

Exercice 2.4:

B(7;4)
A(5;-2) fr
C(15;3)
Définition:
Théoréme:

Soit d une droite et P un point hors de d.
On appelle projection orthogonale de P sur d le point P’ de d
tel que :

PP 1d

a) Calculer les coordonnées de la projection orthogonale du point
P(—2;6) sur la droite AB avec A(0;—3) et B(5;0).

b) Calculer les coordonnées du symétrique du point P(12;1) rela-
tivement a la droite 3z + 2y — 12 = 0.

On considere le triangle ABC' donné par ses sommets :
A(2;-3),B(3;2) et C(—2;5)

a) Déterminer la mesure de la hauteur issue de A.
b) En déduire l'aire du triangle ABC.

Soit le triangle ABC', on considére le point H projection orthogonale
de B sur AC.

a) En déduire les coordonnées de H.
b) Déterminer |BH |
c) En déduire la distance entre le point B et la droite AC.

La distance du point P a la droite d est notée §(P;d). Elle est égale
a la norme du vecteur PP’ | ou P’ est la projection de P sur d.

La distance du point P(zp;yp) a la droite (d) : ax + by + ¢ = 0 est
donnée par la formule suivante :

_ |axp +byp + c|

) =

Preuve : L’utilisation et la mémorisation de cette formule sont prioritaires par

rapport d une preuve. Ainsi nous acceptons cette formule sans preuve.
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Exemple 2: e Calculer 6(P;d) ou (d) : 3z — 4y = 6 et P(1;-2).

Cette nouvelle méthode remplacera avantageusement :
a) exprimer la pente de d puis la pente d’une droite L & d;
b) déterminer I’équation de la droite g L & d et passant par P;
c) déterminer le point P/ =dng;

d) calculer la norme du vecteur PP’.

e Soit encore la droite (h) : z +y — 1 = 0, trouver les points de h
qui sont situés a une distance égale a 3 de d.
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Exercice 2.5:

Exercice 2.6:

Exercice 2.7:

Exercice 2.8:

Exercice 2.9:

Exercice 2.10:

Exercice 2.11:

Reprendre 'exercice 2.3 en utilisant la formule §(A;d) ou d est
I’équation de BC.

Calculer la distance du point A a la droite d :

a) A(2;-1); (d):4x+3y+10=0

b) A(0;-3); (d):y:%x_%
c) A(-2;3); (d):y=3z—1
d) A(1;-2); (d):z=2y+5

Calculer 'aire d’un carré dont I'un des sommets est A(2;—5) et
dont I'un des c6tés a pour support la droite (d) : . — 2y — 7 = 0.

Calculer 'aire d'un rectangle connaissant le sommet A(—2;1) ainsi
que les équations de deux c6tés non paralleles : 3x — 2y —5 =0 et
dr + ay + 14 = 0.

Calculer la distance qui sépare les droites d’équation 4x—3y—8 = 0 et
8x = 6y , apres avoir vérifié leur parallélisme. Déterminer I’équation
de la droite g située a équidistance de ces 2 droites.

Déterminer les équations des droites situées a distance 1 de la droite
dr — 3y — 8 = 0.
On donne 3 droites par leur équation :

(d:xz+y—1=0 (9) :3x+4y =0 (h):x+5=0

Calculer P e d tel que 6(P;g) =2-6(P;h).

2.3 Bissectrices de deux droites

Rem. préliminaire:

Un point P se trouve sur 'une des bissectrices des droites d et d’

ﬂ

§(P;d) = 6(P;d).

On peut facilement prouver que les deux bissectrices sont perpendi-
culaires.
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Théoréme: Soit d et d’ deux droites sécantes :
(d):ax+by+c=0 , (d):dx+by+ =0.
Les équations des deux bissectrices de d et d’ sont données par :

aa:+by+c_+a’x+b’y+c’

/a2+b2 /a/2+b/2

Preuve :

Exemple 3: Déterminer les équations des bissectrices des droites :

-5 1

N 4 2: N = — .
(d) : 3z + 4y + 0 et (9):y 12x+12
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Exercice 2.12:

Exemple 4:

Exercice 2.13:

Exercice 2.14:

a) Calculer les équations des bissectrices des droites d’équation :

3 7
20+3y+6=0 et y=—§x+§

b) Idem pour z +2y—7=0 et dr —2y —9=0.

e Déterminer les équations des bissectrices de l'axe Ox et de la

droite d’équation (d) : y = 3%

e Quelle est, parmi les 2 solutions, la bissectrice passant dans le 1°
quadrant ?

Déterminer ’équation de la bissectrice de I'angle obtus déterminé
par les droites d’équation :

y=sr+2 et y=3z+15.

On donne les droites (d) : y = x et (g) : 3z +4y—12 = 0. Déterminer
un point de d situé a la méme distance de g et de 'axe Ox.
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Exercice 2.15: Déterminer 1’équation de la bissectrice de 'angle déterminé par les
droites d’équation 2z — 3y —5 =0et y = %x + % qui coupe l'axe
Oz dans sa partie négative.

Exercice 2.16: Déterminer les équations des bissectrices intérieures du triangle
formé par les points A(—5;—5), B(—5;10) et C(15;—5).

Exercice 2.17: Calculer les coordonnées du centre et le rayon du cercle inscrit dans
le triangle, dont les c6tés ont pour équation :

(a) :y=32+8, (b):120+5y—33=0, (c):3z+4y+11=0.

Exercice 2.18: On donne :
e le point P(2;—1);
e les droites d et g d’équation respective :
y=2r+5 et 3x+6y—1=0;
e le point A, situé a l'intersection des droites d et g.

Déterminer les équations des droites passant par P et qui forment
avec les droites d et g des triangles isoceles en A.

Exercice 2.19: On donne deux droites (d) :z + 7y —23=0et (g9):x—y+9=0,
ainsi que les points P(3;0) et Q(—9;6).

Calculer les points qui sont a la fois équidistants de d et de g et
équidistants de P et de Q).
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Equation du cercle dans le plan

3.1 Les deux formes d’équations de cercle

Formule:

Exemple 1:

Forme centre-rayon

|

Forme développée

Forme développée

!

Forme centre-rayon

e La forme “centre et rayon”
Soit I' un cercle de centre C'(a; 5) et de rayon R.

Le point P(x;y) e < HC'_ﬁH =R < <§:g) =R

— (- )+ (y— By = I

L’équation cartésienne du cercle centré en C'(a; 3) et de rayon
R est donnée par la formule :

(z—a)*+(y—p) =R

(x —4)* + (y +1)? = 9 est Iéquation d'un cercle centré en C'(4;—1)
et de rayon 3.

e La forme développée

On rencontrera aussi des équations de cercle sous la forme déve-
loppée : 2% +y* +ax + by +c =0

(—42+(y+1)*=9

2+ y*—8r+2y+8=0

31
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Exercice 3.1:

Exercice 3.2:

Exercice 3.3:

Exercice 3.4:

Exercice 3.5:

Exercice 3.6:

Exercice 3.7:

Les équations suivantes sont-elles des équations développées de
cercle ? Si oui, préciser le centre et le rayon

a) 22 +y? —2r + 4y =20 b) 2? +y* — 2z +4y +14 =0
c) 2 +y +4r—2y+5=0 d) 2’ +y*+2=0

Déterminer I’équation du cercle défini par les conditions suivantes :
a) le centre est C'(2;—3) et le rayon vaut 7;
b) le cercle passe par l'origine et son centre est C'(6; —8);
c) [AB] est un diametre du cercle ou A(3;2) et B(—1;6);
d) le centre du cercle est C'(1;—1) et le cercle est tangent a
(d):bx—12y +9 =0;
e) le cercle passe par A(3;1) et B(—1;3) et est centré sur
(d):3z—y—2=0;
f) le cercle est tangent & (d) : x +y —4 = 0en T(1;3) et est
centré sur I'axe Ox;
g) le cercle passe par A(—1;5), B(—2;—2) et C(5;5).

Déterminer les équations des cercles qui ont leur centre sur la droite
4x — b5y — 3 = 0 et qui sont tangents aux deux droites :

20 -3y —10=0 et y=3z+3.

Déterminer les équations des cercles de rayon 1/5 qui sont tangents
a la droite z — 2y — 1 = 0 au point 7'(3;7).

Déterminer I’équation du cercle qui, ayant son centre sur la droite
2z +y = 0, est tangent aux droites :

y=30+% et 4x—3y—30=0.

Déterminer les équations des cercles tangents aux droites :

y=T7r—5 e x+y+13=0,
et I'un des points de contact étant T'(1;2).

Déterminer les équations des cercles tangents aux trois droites :
dr —3y—10=0 ; —=3x+4y+5=0 et 32z—-4y—-15=0.
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Exercice 3.8: On propose dans cet exercice une autre méthode pour déterminer
I’équation d’un cercle passant par trois points

A(1;1) B(1;-1) et C(2;0).
Poser que I'équation du cercle est de la forme :

4y frar+by+c=0

et former un systeme de 3 équations a 3 inconnues.

Exercice 3.9: Soit les points A(3;3) et B(5;3).

Déterminer I'ensemble E de tous les points P(z;y) du plan vérifiant
AP «BP =8

Représenter la situation sur une figure d’étude.

3.2 Intersections et position relative

Exemple 2: e Combien y a-t-il de points d’intersection entre I' et d si :

T):2>+ (y+2)?=25 et (d):x—2y+1=0.

e Quelles sont les coordonnées de ces points d’intersection ?
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Exemple 3: e Calculer les points d’intersection entre les cercles I" et I si :

M):(x—10+y*=4 et I):(x—-5)*+ (y—4)* =20

Représenter approximativement la situation :

y B

Exercice 3.10: Quelle est la position du point B(3;9) par rapport au cercle T’
d’équation z? + y? — 26x + 30y = —3137

Déterminer la plus courte distance d d’un point de I' au point B.

Exercice 3.11: Déterminer si la droite et le cercle se coupent, sont tangents ou
extérieurs dans les cas suivants :

a) y=2r—3 224+ -3 +2y=3
b) z—2y—1=0 22 +y? —8r+2y+12=0
c) y=x+10 2yt =1

Exercice 3.12: Calculer le(s) point(s) d’intersection entre le cercle et la droite
d’équations :
a) 22 +y* =25 20 —y—5=0
b) 2 +y* —4x — 6y —12 =0 3r—4y—19=0
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Exercice 3.13:

Exercice 3.14:

Exercice 3.15:

Exercice 3.16:

Exercice 3.17:

Exercice 3.18:

Exercice 3.19:

Calculer la longueur [ de la corde commune aux cercles :
(Ty) ;2 +y* =10z + 10y (Ty):2* + y* + 6z + 2y = 40
Déterminer I'équation du diametre du cercle :
2, 2 _
x*+y +4x — 6y =17
qui est perpendiculaire a la droite 5z + 2y — 13 = 0.
Calculer les points d’intersection entre le cercle :

22+ 2+ 152 — 12y +36=0

et les axes de coordonnées.

Déterminer ’équation d'un cercle tangent a I'axe Ox et passant par
les points A(—2;1) et B(5;8).

Déterminer les équations des cercles tangents a x +y — 10 = 0 et
passant par A(7;1) et B(—5;5).

Déterminer les équations des cercles passant par ’origine et qui sont
tangents aux droites x + 2y — 9 =0 et y = 22 + 2.

Déterminer les équations des cercles passant par A(—1;5) et qui
sont tangents aux droites :

3v+4y—35=0 et dor + 3y + 14 = 0.
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3.3 Tangentes a un cercle

Remarque initiale: On sera souvent confronté au probléeme suivant :
Mener par un point P une tangente a un cercle I'.

e Ce probleme admet deux solutions si ......................
e Ce probleme admet une solution si ........................
e Aucune solution si .......... ..

Pour savoir dans quel cas on se trouve, on compare le rayon du
cercle I' et la distance entre le point P et le centre du cercle.

Probléme 1: |Trouver la tangente a un cercle I' par un point 7" du cercle. ‘

Résoudre ce probleme si (T) : (z — 1) + (y + 3)? =2 et T(2; —2)

e 1 démarche (analytique) :

e 2¢ démarche (vectorielle) :
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Exercice 3.20: Apres avoir vérifié que le point 7" est sur le cercle I', déterminer les
équations des tangentes a I au point T" dans les cas suivants :

e 1 démarche (analytique) :

a) T(—1;2) M):2?2+y*=5

b) T(-5;7) ) :(x+2)2+(y—3)2=25
e 2¢ démarche (vectorielle) :

c) T(0;0) T): 2> +y* =3z —Ty

d) T(-1;2) (T): 2?2 +y* —2x+ 6y =19
e démarche libre :

e) T(2;3) (T):22% +2y? = ¢ + 4y + 12

Probléeme 2: ‘Trouver les tangentes a un cercle I ayant une direction connue.

Trouver les tangentes a I' qui sont paralleles a d ou :
M) :(x+1)2+y*=4 et (d):3x+4y—2=0
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Exercice 3.21:

Exercice 3.22:

Probléeme 3:

a) Déterminer les équations des tangentes au cercle
22 4+ y? + 10z = 2y — 6,
de direction parallele a la droite 2x +y — 7 = 0.
b) Déterminer les équations des tangentes au cercle
22 +y? — 22 + 4y = 0,
de direction perpendiculaire a la droite —x + 2y + 345 = 0.

On donne :

e une droite (g) : 3z + 4y — 34 =0;

e et un cercle (T') : (x + 1)* + (y — 3)* = 25.
Vérifier que g est tangent a I' et trouver les équations des 3 droites
formant avec g un carré circonscrit a I'.

Trouver les tangentes a un cercle I' issues d'un point extérieur P. ‘

Résoudre ce probleme si (T') : (z —1)*+ (y—2)? = 25 et P(16;—3)

Y
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Résoudre ce probleme si (T) : (z —1)? + (y — 2)* = 25 et P(—4;9)

Remarque finale: Sil'on veut calculer les coordonnées des points de tangence connais-
sant les équations du cercle et des 2 tangentes, la méthode la plus
rapide consiste a utiliser la perpendiculaire a la tangente, passant

+ par le centre du cercle.
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Exercice 3.23:

Exercice 3.24:

Exercice 3.25:

Exercice 3.26:

Exercice 3.27:

Exercice 3.28:

Déterminer les équations des tangentes au cercle 2% + y? = 5 issues

du point A(5/3;—5/3).

Déterminer les équations des tangentes au cercle 2% + y? = 19 — 2z
issues du point A(1;6).
Calculer les coordonnées des points de tangence.

Déterminer les équations des tangentes au cercle 22 +y%—2x+4y = 20
issues du point A(6;5).

Prouver que les cercles d’équation
2+’ =49 et 22+y*—62—8y+21=0
sont tangents en un point A a déterminer.

Sont-ils tangents intérieurement ou extérieurement ?

Calculer le sommet C' du triangle ABC connaissant A(—15; —5),
B(1;7) et sachant que l'origine est le centre du cercle inscrit au
triangle ABC.

On considere les 2 cercles d’équation :
(x—12+(@y—2°=81 et (z—16)>+(y+3)*=16

Déterminer les équations de toutes les tangentes communes aux
deux cercles.
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Support de cours en pdf avec des exercices et leurs solutions
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A.1 Equations de la droite dans le plan

2 (0) (%) ()

Exercice 1.1:

Exercice 1.2:

Exercice 1.3:

Exercice 1.4:

Exercice 1.5:

Exercice 1.6:

Exercice 1.7:

Exercice 1.8:

Exercice 1.9:

Exercice 1.10:

Exercice 1.11:

a) Ils sont colinéaires

JONE

1
a)yz—?x—Q
b) y=-3 +1

Y= —or 5
P; :oul P, : oui

a) P(3;15/2)
d) P(—2;0)

3 41

a) m=-1/3
c) m=-1/2
e) m=44/35
f) m=0

g) t—4=0

Quelques éléments de solutions

Joo (%)

e) P(0;3)
et dr—y+10=0
et v —8y+41 =0
et 20+ 3y+4=0
et 3 —2y—7=0
r+3y—7=0
r+2y—1=0
— 1322+ 105y + 134 =0
y—8=0

la pente n’est pas définie

puis r+Ty+14=0
puis 6xr+2y—1=0
P; : non

b) P(—14/3;—4)

Le corrigé sera vu ensemble

a) horizontale

d) verticale

b) oblique

e) il s’agit d’un point!

b) m=-1/5
d) m=-1/2

c¢) P(—6;—6)

f) P(—34/11;—18/11)

T+5y+32=0
T+2y—11=0

c) verticale

f) oblique
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Exercice

Exercice

Exercice

Exercice

Exercice

Exercice

Exercice

Exercice

Exercice

Exercice

Exercice

Exercice

Exercice

Exercice

Exercice

Exercice

Exercice

1.12:

1.13:

1.14:

1.15:

1.16:

1.17:

1.18:

1.19:

1.20:

1.21:

1.22:

1.23:

1.24:

1.25:

1.26:

1.27:

1.28:

a) m=2/3 h =2 b) m = —5/3 h=5
c) m=>=—0,447 h = 2,936 d) m=0 h=20
e) la pente et 'ordonnée a 'origine ne sont pas définies

f) Idem g) Idem

a) dr —3y+52=0 b) -3z +5y—21=0

ox + 4y —47 =0

Elles représentent toutes la droite d’équation 3x + 2y — 11 =0

oa- (1)« 5-()

b) les deux vecteurs sont colinéaires
c) z+2y—11=0

3r+y—9=0

(Cette méthode utilisant le déterminant n’est-elle pas plus rapide que point-point?)

Le corrigé sera vu ensemble

a)zr—y—1=0 b) 2z +y—4=0 c) bx+2y+1=0

OA+OP =0A+OB «— 8z —3y—28=0

(équation de la hauteur issue de B du triangle BOA)

a) 1(3;2) b) 1(0;2) c) I(—1;3) d) 1(2;3)

a) pas de pt d’intersection b) {(3: 1Y) ‘:1: +y—3= O}
I(41/17;33/17)

a) (1;5/2) b) les droites sont paralleles c) les droites sont confondues
(0;79/10)

(0:5) (377/101;157/101)

a) (BC):x+y+1=0
b) (m4):52+9y+3=0

(AC) :z+3y+3=0
(mp) :Tx +99+3=0

(AB) : 2z +3y =0

(me) 2z =0

A(2;4) B(2;-1) C(-1;3)

(AB):2x+5y—12=0 (CD):2x+5y—28=0 (AC):y=2
(BD):2x+y—12=0 (BC):2x—-3y—12=0 (AD):2x—-3y+4=0

et le quatrieme sommet D(4;4)
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Exercice

Exercice

Exercice

Exercice

Exercice

Exercice

Exercice

Exercice

Exercice

Exercice

Exercice

Exercice

Exercice

Exercice

Exercice

Exercice

Exercice

Exercice

Exercice

Exercice

Exercice

Exercice

1.29:

1.30:

1.31:

1.32:

1.33:

1.34:

1.35:

1.36:

1.37:

1.38:

1.39:

1.40:

1.41:

1.42:

1.43:

1.44:

1.45:

1.46:

1.47:

1.48:

1.49:

1.50:

Les 4 sommets ont les coordonnées :
(—4;-4), (=2;-3), (3;—4) et (1;-5).
I’équation de la diagonale : y = —4

A(4;-3)  B(2:3)  C@&:7)  G(14/3:7/3)

(maa) : 8 —y—35=0 (mpp) :x+4y—14=0
(mcc/)27l’—5y—21=0

a) 3z +4y—11=0 b) 5z +3y+1=0
a) 2r—y—3=0 b) x+2y—4=0 c) z+2y—14=0

r+2y—14=0

T —3y+9=0

a)t=3out=-1 b) t =3/2

a) a=T869° b) f=-7596 c)y=2535° d)d=1131°
a) a = 75,96° b) § = 18,43°

5r— 3y +11 =0

B(22;7) C(9;7) D(-3;1)

a=(—)7596° ; [ =20657" ; = (=)7747°

D(4;3)

H(17;-19)

les 3 points alignés sont (9;8), (3;2) et (7;6)

Les 4 sommets du rectangle admettent les coordonnées suivantes :
(1;8)  (2;1) (=157 (4;2)

29r -2y +33=0

C(6;1)

3x+Ty—5=0 3r+2y—10=0 9r + 1ly+5=0

A(5;—6) C(—4;1)

Ci(1;-1) ou Cy(—2;-10)

C(12;6)
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A.2 Distance point-droite et bissectrice

3 4y — 4 122 — 5y — 2 15 8y — 7
Exercice 2.1: a) “Ty =0 b) % =0 «¢) “1—7y =0
4o — 3y — 15
d)%zo e) y—4=0 f) 2 —5=0
T —y 6x — 8y — 29
=0 h) ——— =0
Exercice 2.2: a) (5/2;—-3/2) b) (0;-7)
— 144/34
Exercice 2.3: a) |AH| = T b) Aire = 14u?
Exercice 2.4: a) H(9;0) b) |BH| =25 c) 0(B;AC) = 25
144/34
Exercice 2.5: §(A;d) = T
Exercice 2.6: a) 3 b) 1 c) 4 d) 0
Exercice 2.7: 5
Exercice 2.8: 6
Exercice 2.9: 8/5 ; dr —3y—4=0
Exercice 2.10: 4x -3y —13=0 ; dr—3y—3=0

Exercice 2.11: (—46/11;57/11) ou (—6;7)

Exercice 2.12: ) 5z +5y—1=0 r—y—13=0
b) 2z —6y+5=0 6r +2y—23=0

Exercice 2.13: z+y+5=0

Exercice 2.14: (1;1) ou (6;6)

Exercice 2.15: 2x+2y+17=10

Exercice 2.16: z—y =10 20 +y =20 r+3y=0
Exercice 2.17: Centre(—11/10;17/10) ; rayon = 29/10
Exercice 2.18: z—3y—5=0 ; 3r+y—>5=0

Exercice 2.19: (—2;5) (—4:1)
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A.3 Equation du cercle dans le plan

Exercice 3.1: a) C(1;-2) R=5
b) Ce n’est pas un cercle
c) C(—=2;1) R=0 = ce cercle correspond a un point
d) C(-1/2;0) R=1/2

Exercice 3.2: a) (z—2)?+ (y +3)? =49 b) (z—6)2 + (y + 8)2 = 100
c) (x—1)2+(y—4)3?*=38 d) (z—12*+(y+1)?=4
e) (x—2)%+ (y—4)?=10 f) (zx+2)2+9y*>=18
g) (227 +(y—1)7=25

Exercice 3.3: (z—2)*+ (y —1)? =81/13 et (z+8)*+ (y+7)*=25/13

Exercice 3.4: 2=5 et (r—22+(y—3)2=5

Exercice 3.5:

Exercice 3.6: (v +6)?+ (y —3)% =50 et (z—29)2+ (y + 2)% = 800

Exercice 3.7: (z+10/7)2+ (y+25/7) =1 et (2—30/7)2+ (y—5/7)% =1

Exercice 3.8: 22 +¢y?> 22 =0

APBP =8 «= (z—3)(z—5)+(y—3)2 =8 «= (z—4)2+(y—3)2 =9

E est I'ensemble des points situés sur le cercle centré en (4;3) et de rayon 3.

Exercice 3.9:

Exercice 3.10: extérieur / d = 17

Exercice 3.11: a) coupe b) tangente c) extérieure
Exercice 3.12: a) (0;-5) et (4;3) b) (5;-1)

Exercice 3.13: [ =10

Exercice 3.14: 2x — 5y = —19

Exercice 3.15: (—12;0) (=3;0) (0;6)

Exercice 3.16: (z—1)2+(y—5)?=25 ou (z+7)*+ (y—13)* =169

Exercice 3.17: 2%+ y? =50 ou (z+10)?+ (y + 30)% = 1250

Exercice 3.18:

Exercice 3.19:

Exercice 3.20:

(x—22+(y—12=5
(z -2+ (y—1)*=25

a) r—2y+5=0
d) 2z —5y+12=0

ou  (z—22/5) + (y + 31/5)? = 289/5

ou  (z+202/49)2 + (y — 349/49)% = (185/49)>

b) 3z — 4y + 43 =0
e) Tt +8y—38=0

c) 3t —Ty=0
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Exercice 3.21:

Exercice 3.22:

Exercice 3.23:

Exercice 3.24:

Exercice 3.25:

Exercice 3.26:

Exercice 3.27:

Exercice 3.28:

a)2r+y—1=0 et 20 +y+19=0
b) 2c+y—5=0 et 20 +y+5=0

3r+4y+16 =0 dr — 3y +38 =0 dr — 3y —12=0
r—2y—5=20 20 —y—5=0

20 +y—8=0 r—2y+11=0 T1(3;2) et T5(—3;4)
x =06 et 122 — 35y + 103 =0

A(21/5;28/5)

C(10;-5)

La résolution de cet exercice mérite bien... un petit Bonus...
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