CHAPITRE MPSI: ARITHMETIQUE

HEI 1 - 2011/2012

I. Divisibilité et division euclidienne dans 7

1. Divisibilité

Définition.

Etant donnés a et b deux entiers relatifs, on dit que a est un diviseur de b ou que b est un
multiple de a s’il existe k € Z tel que b = ka.

Notation.

— Si a divise b, on note alb

— L’ensemble des diviseurs de b est noté D(b)
— L’ensemble des multiples de a est noté aZ

Exemple.
— 1 et -1 divisent tous les entiers mais ne sont divisibles que par 1 et -1
— 0 est multiple de tous les entiers mais n’est diviseur que de lui-méme

Remarque. La relation de divisibilité dans Z est réflexive et transitive mais n’est pas une relation
d’ordre car elle n’est pas antisymétrique, contrairement a la divisibilité dans N. D’ailleurs, pour cet ordre
(partiel), le plus petit élément est 1 et le plus grand est 0. Enfin, la divisibilité dans N* est liée & ’ordre
(total) naturel de N* :

alb=a<b

2. Division euclidienne
~ Propriété. N

Etant donné (a,b) € Z x Z*, il existe un unique couple (g,r) € Z x Z tel que :

a=bg+r, 0<7r<]|b

\ J

— Définition. N

Déterminer les entiers q et r, c’est effectuer la division euclidienne de a par b.
a est le dividende, b le diviseur, ¢ le quotient et r le reste dans la division euclidienne de a par
b.

\ J

Exemple.
— Division de -56 par 17
— Division de 32 par -7



II. PGCD - PPCM
1. PGCD

a. Définition et caractérisation

~— Définition.

Le PGCD de a et b, noté a A b, est le plus grand commun diviseur de a et b si
(a,b) € Z*\ {(0,0)}, et 0 si (a,b) = (0,0).

\.

~— Propriété.
Soit (a,b) € Z2. Alors,

d>0
d=aNbe < dlaetdd .
Vd' € Z, (d'|a et d'|b) = d'|d

\

Remarque.
— V(a,b) € Z*, a ANb = |a] A |b]
- Va€eZ,an0=]a

Définition.

Deux entiers a et b non nuls sont dits premiers entre eux lorsque a A b = 1.

b. Théoréme de Bézout et théoréme de Gauss

,—[Théor‘eme (de Bézout) }

Etant donnés a et b des entiers non nuls,
aAb=1<% I(u,v) € Z* ua+vb=1

\.

,—[Théor‘eme (de Gauss) }

Etant donnés a, b et ¢ des entiers non nuls,

(aANb=1 et a divise bc) = a divise ¢

c. Théoréme d’Euclide et Algorithme d’Euclide

Théoréme (d’Euclide) N

)

Etant donnés a, b, g et r des entiers non nuls,

a=bg+r=aNb=0bAr




L’algorithme d’Euclide qui a pour objet le calcul du pged de deux entiers naturels est basé sur le
théoreme précédent, dans le cas particulier ou a = bq + r exprime la division euclidienne de a par b, c’est
a dire lorsque 0 <r < b :
— On divise a par b, en notant g; et r; respectivement les quotient et reste.
— Siry =0, alorsaAb=0.
Sinon, on utilise le théoreme d’Euclide : a A b = b A r{ pour étre ramené au cas précédent.
— En itérant cette opération, on obtient un reste nul au bout d’un nombre fini s d’étapes (la suites des
restes successifs étant strictement décroissante et minorée par 0).
— On a alors :
a/\b:b/\7'1 =T AT =...=T5_1A\NTg =Ts_1

En résumé, le PGCD de a et b est le dernier reste non nul dans la suite des divisions euclidiennes
successives.

Exemple. Le PGCD de a = 18480 et b = 9828 est 84.
En “remontant” la suite des divisions euclidiennes successives, on obtient : 84 = 25a — 47b
d. Equations diophantiennes

Etant donnés A, B et C' des entiers non nuls, on donne une méthode de résolution de :

Az + By =C, (z,y) € Z*

Propriété.

L’équation Ax + By = C' a des solutions entieres si et seulement si A A B divise C.

Exemple. Résoudre I'équation 292 — 25y = —3, (x,y) € Z2

2. PPCM

— Définition. N

Le PPCM de a et b, noté a V b, est le plus petit commun multiple strictement positif de a et
b si ab # 0, et 0 sinon.

\ J

— Propriété. N

Soit (a,b) € Z2. Alors,

m >0
m=aVb<s ¢ alm et bm .
vm' € Z, (a|m’ et blm’) = m|m/

\ J

Remarque.
— V(a,b) € Z*, aV b= |a|] V |b]
-~ Ya€eZ,av0=0

Théoréme.

Etant donnés a et b des entiers non nuls,

(a Ab)(aVb) =|abl




III. Nombres premiers

On se limite ici & N.

1. Définitions et premieres propriétés
— Définition. \

Un entier est dit premier lorsqu’il admet exactement deux diviseurs : 1 et lui-méme.

\. J

~ Propriété. N

Tout entier n > 2 admet au moins un diviseur premier.

\ J

~— Corollaire. N

L’ensemble P des entiers naturels premiers est infini.

\ J

— Propriété. N

Un nombre premier est premier avec tous les entiers qu’il ne divise pas.
En particulier, si p est premier, alors p A k = 1 pour tout k € {1,...,p — 1}.

\. J

—~ Théoreme. N

Si un nombre premier divise un produit fini d’entiers non nuls, alors il divise I'un d’eux.

2. Décomposition en produit de facteurs premiers

—~ Théoreme. N

Tout entier n > 2 admet une unique décomposition en produit fini de nombres premiers (a
Pordre des facteurs preés) de la forme :

_ Q1,02 o
n=p; py°...pp"

ou les pr sont des nombres premiers deux a deux distincts et les oy des enties naturels non
nuls.

\ J

. 5Ol sition is’écri = i X I X NOT
Remarque. Cette décomposition peut aussi s’écrire n “r en attribuant ’exposant 0 aux nombres
p€EP

premiers qui ne sont pas dans la famille (pk) ke(l,..r}



3. Application aux diviseurs

—~ Théoreme. N

Les diviseurs de n = p{*p5?...p%" sont les entiers :

51 65 6
d = pi'py’...p;

avec Vk € {1,...,r}, 0 < 0 < ay,

\. J

~ Propriété. N

Soit a et b des entiers supérieurs a 2 : a = Hpo"’ et b= Hpﬁf’. Alors,

p€EP p€eP
alNb= Hpinf(apaﬁp) et aVb= Hpsup(ap,ﬂp)
peP peP

Exemple. PGCD et PPCM de 360 et 21.

IV. Congruences

Définition.

Etant donnés deux entiers relatifs x,y et un entier naturel n, on dit que = est congru a y
modulo n si z —y € nZ ou encore s’il existe k € Z tel que = y + kn. On note alors = = y [n].

Remarque.

- z=0[n] & nlz

—zrz=y[0jes =y

- =y[n] & x et y ont le méme reste dans la division euclidienne par n
Si r est le reste dans la division euclidienne de z par n, alors x = r [n]

— Propriété. N

La relation de congruence est une relation d’équivalence.

\. J

~ Propriété. N

Soit x,y,x’,y’ des entiers relatifs et n,p des entiers naturels.
Siz =1’ [n] et si y =4 [n], alors

z+y = 2'+y  [n]
vy = 2’y [n]
¥ = P [n]




Définition.

Etant donnés un entier relatif « et un entier naturel n, ’ensemble des entiers relatifs congrus
a x modulo n est appelé la classe d’équivalence de x modulo n et notée Z.

Remarque. z=y[n| < x=79



