CHAPITRE 9 : ESPACES PREHILBERTIENS

HEI 2 - 2013/2014 - A. RIDARD

Ce chapitre permet de généraliser des notions déja connues dans le plan et dans I'espace telles que le produit
scalaire et I’orthogonalité de maniére a pouvoir faire de la géométrie dans des espaces plus généraux.

Dans tout le chapitre, E désigne un R-ev.

I. Produit scalaire

1. Définitions
,—(Déﬁnition (Produit scalaire).] <

Un produit scalaire sur E est une application ¢ de E x E dans R vérifiant les conditions suivantes :
1. V(u,v)€ E?, @(u,v) = p(v, u) (symétrie)
2. YveE, ue E— @(u,v) estlinéaire (linéarité par rapport au premier vecteur)
3. YueE, p(u,u) =0 (positivité)
4. Yue E\{0g}, ¢(u, u) >0 (stricte positivité)

\. J

Remarque. ¢(u,v) se note souvent (u|v), < u|v > ou u.v

Définition (Espace préhilbertien - Espace euclidien).]

Si E est muni d'un produit scalaire, on dit que c’est un espace préhilbertien.
Si de plus E est de dimension finie, on dit que c’est un espace euclidien.

Exemples.

n
1. R" est un espace euclidien muni de son produit scalaire canonique (x|y) = Z Xiyi
i=1

2. My, (R) est un espace euclidien muni de son produit scalaire canonique (A|B) = tr(*AB)

3. % (la, b],R) est un espace préhilbertien muni de son produit scalaire canonique (f|g) = [, f fg) de

Sauf mention contraire, les espaces ci-dessus seront toujours munis de leur produit scalaire canonique.

2. Norme associée a un produit scalaire

Dans la suite du chapitre, E est muni du produit scalaire (.|.).

Propriété (Inégalité de Cauchy-Schwarz).]

Y (u,v) € B, |(ulv)] < vulw) vwv).

Dans cette inégalité, 1'égalité a lieu si et seulement si u et v sont liés (colinéaires).




Question. Comment peut-on démontrer cette inégalité dans le cas particulier du plan?

,—[Propriété (Norme associée a un produit scalaire).}

Lapplication ||.|| de E dans R définie par | u| = v/(u[u) est une norme car elle vérifie :
1. YueE, VAeR, [[Aul = |Alllull (homogénéité)
2. Y(u,v)e B2 |lu+vl < lul+lvl (inégalité triangulaire)
3. YueE, |lull =0 (positivité)
4. Yue E\{0Og}, llull > 0 (stricte positivité)

Lanorme |.|| est appelée la norme associée au produit scalaire (.|.)

\

Exemples.

n n
1. Dans R", la norme associée a (x|y) = Z x;y; est définie par ||x|| = Z xlg
V i=1

i=1
2. Dans .#,(R), la norme associée a (A|B) = tr(*AB) est définie par |All =v/tr(*AA)

3. Dans €é(la, b],R), la norme associée a (f|g) = fff(t)g(t) dt est définie par || || = \/fff(t)z dt

Dans la suite du chapitre, E est muni du produit scalaire (.|.) associé a lanorme ||.||.

Propriété (Egalité de polarisation).]

Y(u,v) € E?, llu+vl? = llull® + vl + 2(ulv)

Remarque. Ceci permet d’exprimer le produit scalaire en fonction de la norme

Propriété (Identité du parallélogramme).}

V(u,v) € B, llu+ vl® +llu—vl® =2(lul? + | vI?)

Question. Quelle propriété géométrique du plan cette égalité généralise-t-elle ?

II. Orthogonalité

1. Définitions

Définition (Vecteurs orthogonaux).]

Deux vecteurs u et v sont orthogonaux si (u|v) =0

Exemples.

1. Dans R?, les vecteurs (1,1,1,1) et (0,3,—1,-2) sont orthogonaux
1 2 0 1
2. Dans .- (R), les vecteurs ( 2 _1 ) et ( 21 0 ) sont orthogonaux

3. Dans €([0,27],R), les vecteurs sin et cos sont orthogonaux.



Définition (Famille orthogonale - orthonormale).]

Une famille de vecteurs (u;) ;e est orthogonale si ses vecteurs sont deux a deux orthogonaux.
Si de plus les vecteurs sont unitaires (de norme 1), la famille est orthonormale.

Exemples.
1. Dans R?%, la base canonique est orthonormale
2. Dans 4> (R), 1a base canonique est orthonormale

3. Dans Rz [X] muni du produit scalaire (P|Q) = fol P(1)Q(1) dt, la base canonique est-elle orthogonale ?

2. Propriétés

Propriété (Théoreme de Pythagore).]

Siles vecteurs u et v sont orthogonaux, alors ||z + vl% = llull?+ |vI?.

Questions.
1. Cerésultat est-il conforme au théoréme de Pythagore que vous connaissez (par coeur) ?

2. Laréciproque est-elle vraie ?

Propriété.

Une famille orthogonale de vecteurs non nuls est libre.

Question. Laréciproque est-elle vraie ?

,—[Propriété (Orthogonalisation de Schmidt).j \

Soit (u,..., u;) une famille libre de E.
11 existe alors une famille libre orthogonale (vy,..., v,) telle que Vect(uy,..., u,) = Vect(vy,..., V).
Dans la méthode de Schmidt, elle se construit par récurrence en posant :

k-1
v1 = uy puis, pour tout k € [2,n], vg = ug — Y_ A;v; avec A; = ((':}LILI‘}’“))
1 1

i=1

Question. Comment peut-on obtenir une famille libre orthonormale ?

Exemples.

1. Dans R3, la famille (e1,e2,e3) avec e; = (0,1,1), e2 = (1,0,1) et e3 = (1,1,0) est libre et le procédé

d’orthogonalisation de Schmidt fournit la famille orthogonale (1, uy, us) olt u; = ey, up = (1,—%, %) et
22 2
uz3=(5,5,-%)

2. Dans /> (R), la famille (A1, Ay, A3) avec A; = ( (1) (1) ), Ay = ( i i ) et Az = ( (1) 8 ) est libre
et le procédé d’orthogonalisation de Schmidt fournit la famille orthogonale (B;, B2, B3) ou By = Aj,

0 1 19
_ — 2
Bg—(l O)Bth—(O _%)



3. Bases orthonormales

Propriété (Existence).}

Tout espace euclidien admet une base orthonormale (BON).

La propriété suivante met en évidence 'intérét de travailler dans une base orthonormale.

,—[Propriété (Coordonnées d’'un vecteur, expression du produit scalaire et de la norme dans une BON).

Soit E un espace euclidien de dimension 7 et (ey, ..., e;) une BON de E. Alors,
n
1. u=) (ule;)e; autrement dit les coordonnées de u dans la BON sont ...
i=1

n n n
2. Siu=) ujejetv=> vje;alors (ulv)=) u;v;
i=1 i=1 i=1

n n
3. Siu=) uje;alors |lull =4/ uz
i=1 i=1

Question. Ce résultat est-il conforme a ce que vous connaissez déja dans le plan et dans 'espace ?

Exemple. Dans .#>(R), (A1]A3) =1et ||A2||:2avecA1:( (1) (1) ),Agz( i i )etAgz( (1) 8 )

III. Théoreme de projection

Définition (Sev orthogonaux).]

Soit F et G dessevde E.
On dit que F et G sont orthogonaux, et on note F L G, si pour tout u € F et tout v € G, (u|v) =0.

Question. Dans!’espace, on définit ainsil’orthogonalité d'une droite et d'un plan, mais deux plans peuvent-ils
étre orthogonaux?

Exemple. Dans .#,(R), les sev .%#, et of,, des matrices symétriques et antisymétriques sont orthogonaux.

Définition (Orthogonal d'un sev).]

Lorthogonal du sev F est le sev défini par Fl={ueE|VveE (ulv)=0}.

L
Exemple. Dans R, (Vect((1,1,1))) =Vect((-1,1,0),(-1,0,1)).



,—[Propriété (Théoreme de projection).} \

Si F est un sev de dimension finie de E (pouvant étre lui de dimension infinie), alors E=F & F dL
Soit pr la projection sur F parallelement a FL (ey,...,e;) une BON de F et u € E. Alors,

n
L pr(w) =) (ule)e;
i=1
2. inlg |2 — v|| est un minimum atteint en pr(u) (c'estle seul) et [|ul|? = | pr(w) || + [|lu— pr(w)|?
VE

n
3. Y I(ule)l* < lull® (inégalité de Bessel)
i=1

\ J

Question. Ce résultat est-il conforme a ce que vous connaissez dans I'espace ? Faire un dessin

Remarques.
1. Laprojection pr est appelée projection orthogonale sur F

2. La symétrie par rapport a F parallelement 2 F* définie par sz = 2pr — Idg (faire un dessin) est appelée
symétrie orthogonale par rapporta F

1 1
Exemple. inf 2 —(at+b) dt=—.
P (a,b)eR? Jo ( ( 2 180

IV. Endomorphismes particuliers d’un espace euclidien

Pour la fin du chapitre, E est de dimension finie donc désigne un espace euclidien.

1. Endomorphismes orthogonaux

,—[Déﬁnition (Endomorphisme orthogonal ou isométrie Vectorielle).j \

Un endomorphisme f de E est dit orthogonal s’il conserve le produit scalaire autrement dit :
V(u,v) € B2, (f (W)l f(v) = (ulv)

\ J

,—[Propriété (Caractérisation a I'aide de la norme).} \

Un endomorphisme f de E est orthogonal si et seulement s’il conserve la norme autrement dit :
VueE, Ifwl = llul

\. J

,—[Propriété (Caractérisation matricielle).] \

Soit f un endomorphisme de E et A sa matrice dans une BON de E.
Alors, [ est orthogonal si et seulement si A est orthogonale ("fAA= A"A=1).

\. J

Questions.
1. Soit Funsevde E.
(a) Lasymétrie orthogonale par rapport a F est-elle un endomorphisme orthogonal de E?
(b) Méme question avec la projection orthogonale sur F.
2. Dans R?, la rotation de centre O et d’angle 6 est-elle un endomorphisme orthogonal ?



2. Endomorphismes symétriques

a. Définition et caractérisation

,—[Déﬁnition (Endomorphisme symétrique).} \

Un endomorphisme f est dit symétrique si :

V(u,v) € B, (f(w)lv) = (ulf(v)

\ J

,—[Propriété (Caractérisation matricielle).] \

Soit f un endomorphisme de E et A sa matrice dans une BON de E.
Alors, f est symétrique si et seulement si A est symétrique (‘A = A).

Questions.
1. Soit Fun sevde E.
(a) Lasymeétrie orthogonale par rapport a F est-elle un endomorphisme symétrique de E ?
(b) Méme question avec la projection orthogonale sur F.

2. Dans R?, la rotation d’axe Vect((O, 0, 1)) et d’angle 6 est-elle un endomorphisme symétrique ?

b. Réduction des matrices symétriques

Propriété (Orthodiagonalisation).]

Une matrice réelle symétrique A est orthodiagonalisable autrement dit il existe une matrice
diagonale D et une matrice orthogonale P telle que D =’ PAP.

Remarques.
1. Une matrice orthogonale est inversible d’inverse sa transposée
2. Une matrice est orthogonale si et seulement si c’est la matrice de passage d'une BON vers une BON

3. Si f est un endomorphisme symétrique de E, il existe une BON de E formée de vecteurs propres de f.
Dans la pratique, pour déterminer cette base, on pourra utiliser le fait que deux sous espaces propres
associés a des valeurs propres différentes de f sont orthogonaux (pourquoi?)

Exemple.

2
1. La matrice A= ( 3 3 ) est réelle symétrique donc orthodiagonalisable.

1 1
Plus précisément, D =" PAP avec D = ( > 0 ) etP= ( zooy? )
xz 5

0 -1 7
5 2 -1
2. Lamatrice A= 2 2 2 |]estréellesymétrique donc orthodiagonalisable.

-1 2 5

-1 1 1

6 0 0 V2 \{g \/g

Plus précisément, D="PAPavecD=| 0 6 0 |etP= 0 B 6
0 0 O L e
V2 V3 Ve



c. Application : réduction des équations des coniques et des quadriques

Exemple (Conique).
Dans le plan muni du repére canonique (O; ey, e2) avec e; = (1,0) et e2 = (0, 1), on considere la conique :

€ : 2x? +2y2+6xy—4x+y—6=0
Apres changement de base, dans le repére (O; fi, f2) avec f; = (\/%, \/%) et fo = (—\/%, \/%), on obtient :
3 5
€ :5X°—Y: - _X+-—Y-6=0
V2 V2
Apres changement d’origine, dans le repere (Q; f1, f2) avec OQ = ﬁ@ A+ % f>,1l vient :

31
€ . 5U*-Vvi="_
10

11 s’agit donc d'une hyperbole.

Exemple (Quadrique).
Dans I'espace muni du repere canonique (O;ey,ez,e3) avec e; = (1,0,0), e2 = (0,1,0) et e3 = (0,0,1), on
considere la quadrique :

D 5x*+2y* +52° +4xy —2xz+4yz—x—y—-2-1=0

Apres changement de base, dans le repere (O;fi,f2,f3) avec fi = (—\%,O,\/%), fH o= (\/ig,\/%,%@) et
]%=(\/Lé,—\/%,\/ié),onobtient:
2 :6X?+6Y>-V3Y-1=0

Apres changement d’origine, dans le repere (Q; f1, f2, f3) avec OQ = ‘1/—25 f2, il vient :
9
2 :6U*+6V*= 3

11 s’agit donc d’un cylindre elliptique.




