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A propos de ce document

@ Pour naviguer dans le document, vous pouvez utiliser :

o le menu (en haut & gauche)
o |'icone en dessous du logo HEI
o les différents liens

@ Pour signaler une erreur, vous pouvez envoyer un message a
I'adresse suivante : anthony.ridard@hei.fr
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Prérequis

@ Suites numériques, suites dans un evn
@ Variations de fonctions, majorations
o Continuité, dérivation

o Intégration sur un segment, intégrales généralisées

Pour tester vos prérequis, un QCM vous attend sur Learning

HETY
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Plan du cours

© Introduction

© Deux types de convergence
@ Convergence simple
o Convergence uniforme

© Etude de la limite d'une suite de fonctions
o Continuité
o Dérivabilité
@ Intégration

Dans ce chapitre, D représente une partie non vide de R et Q(D,R? .
désigne I’ensemble des fonctions de D dans R. HETY
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Introduction

© Introduction
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Introduction

Représentons les premiers termes de la suite de fonctions (f,) définie par
fa(x) = x" pour tout x € [0,1].

Quel sens pouvons-nous donner a « (f,;) converge vers la fonction nulle}-| E T
sur [0,1] » 7
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Convergence simple

Deux types de convergence )
YP & Convergence uniforme

@ Deux types de convergence

Dans cette section, (f,) désigne une suite de fonctions de F(R,R).
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Convergence simple

Deux types de convergence )
YP & Convergence uniforme

© Deux types de convergence
@ Convergence simple
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Convergence simple

Deux types de convergence =
YP & Convergence uniforme

Définition (Convergence simple et limite simple sur D)

On dit que la suite de fonctions (f,) converge simplement sur D vers
feZ(D,R) si:
VxeD, |iT fa(x) = f(x)
n—+oo

f est alors appelée la limite simple de (f,) sur D.

Remarque : On dit que (f,) converge simplement sur D s'il existe une
fonction f telle que (f,) converge simplement sur D vers f.

Considérons la suite de fonctions (f,) définie par f,(x)=x" pour tout
x €R.

Elle converge simplement sur [0,1[ vers la fonction nulle.
Converge-t-elle simplement sur [0,1]? Si oui, vers quelle fonction ?
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Convergence simple

Deux types de convergence =
YP & Convergence uniforme

Définition (Domaine de convergence simple)

Le domaine de convergence simple de la suite de fonctions (f,) est
I'ensemble des x € R tels que la suite numérique (f,(x)) converge.

Déterminer le domaine de convergence simple D et la limite simple f sur
D. Les fonctions f, étant définies sur R.

o fo(x)=x"
o fo(x) = 1+}1x2
e f”(x) = 1+>r(1X2
o fp(x)=x"—x"1
o f(x)=e"
( —nx
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Convergence simple

Deux types de convergence CemmrnrrmE e

© Deux types de convergence

@ Convergence uniforme

HEI 2 - 2015/2016 - A. RIDARD Chapitre B : Suites de fonctions



Convergence simple

Deux types de convergence CemmrnrrmE e

Définition (Convergence uniforme et limite uniforme sur D)

On dit que la suite de fonctions (f,) converge uniformément sur D vers
feZ(D,R) si:
lim sup|fp(x)=7f(x)I=0

n—>+ooX€D

f est alors appelée la limite uniforme de (f,) sur D.

Remarques :

@ On dit que (f;) converge uniformément sur D s'il existe une fonction f
telle que (f,) converge uniformément sur D vers f

@ La suite numérique de terme général u, = sup |fy(x)—f(x)| ne dépend
xeD

pas de x

o Cette définition fournit une condition nécessaire et suffisante 1

@ La convergence uniforme sur D entraine la convergence uniforme sur tout
D'cD

@ La convergence uniforme sur D; et sur Dy entraine la convergence
uniforme sur Dy U D>

1. Toutes les définitions fournissent des conditions nécessaires et suffisantes. Certains auteurs' *"
préférent d’ailleurs utiliser « si et seulement si »
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Convergence simple

Deux types de convergence CemmrnrrmE e

Exemples (En déterminant le sup)

@ On considére la suite de fonctions (f,) définie par f,(x) = x" pour
tout x € R.
Elle converge uniformément sur tout [0,a] < [0, 1] vers la fonction
nulle.
A Elle ne converge pas uniformément sur [0,1].

@ On considére la suite de fonctions (f,) définie par f,(x) =sin (%)
pour tout x € R.
Elle converge uniformément sur [0, 1] vers la fonction nulle.

@ On considére la suite de fonctions (f,) définie par f,(x) = =15
pour tout x €R.

Elle converge uniformément sur [0,1] vers la fonction f : x — ﬁ.

Remarque : La convergence uniforme sur D correspond a la convergence
dans l'evn (Z(D,R), |l.lloo) 7
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Convergence simple

Deux types de convergence CemmrnrrmE e

Propriété : Une condition nécessaire de convergence uniforme sur D

Pour que (f,) converge uniformément sur D vers f, il faut qu’elle
converge simplement sur D vers f.

A Cette condition n'est pas suffisante

Remarque : En général, pour étudier la convergence uniforme sur D, on
détermine d'abord la limite simple sur D.

HETY

HEI 2 - 2015/2016 - A. RIDARD Chapitre B : Suites de fonctions



Convergence simple

Deux types de convergence CemmrnrrmE e

Propriété : Une condition suffisante de convergence uniforme sur D

Pour que (f,) converge uniformément sur D vers f, il suffit que :
VneN, VxeD, |f(x)-f(x)|<ap

ol (ap) désigne une suite numérique qui converge vers 0.

A On majore |fp(x) = f(x)| et non |fp(x)I
Remarques :
o La suite (a,) ne dépend pas de x

@ On peut se contenter d'une majoration a partir d'un certain rang

HETY
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Convergence simple

Deux types de convergence CemmrnrrmE e

@ On consideére la suite de fonctions (f,) définie par fy(x) =sin (%)
pour tout x € R.
Elle converge uniformément sur [0,1] vers la fonction nulle (déja vu).
Il suffit en effet de majorer par % (savez-vous le justifier 7).

sin(n?x)

o On considere la suite de fonctions (f,) définie par f(x) = =—

pour tout x € R.
Elle converge uniformément sur R vers la fonction nulle. Il suffit en

effet de majorer par ,,1—2

HETY
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Convergence simple

Deux types de convergence CemmrnrrmE e

Propriété : Une condition suffisante de non convergence uniforme sur D

Pour que (f,) ne converge pas uniformément sur D vers f, il suffit qu'il
existe une suite numérique (x,) de D telle que nliT (fa(xn) = f(xn)) #0.
—+00

Remarque : Si (f,) ne converge pas uniformément sur D vers sa limite
simple f, alors elle ne converge pas uniformément sur D.

HETY
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Convergence simple

Deux types de convergence CemmrnrrmE e

@ On considére la suite de fonctions (f,) définie par f,(x) = x" pour
tout x € R.
Elle ne converge pas uniformément sur [0,1] (déja vu). Il suffit en

effet de considérer la suite (1 — %) de [0,1].

o On considére la suite de fonctions (f,) définie par f,(x) = sl'i(n':;)

pour tout x € R.
Elle ne converge pas uniformément sur R. Il suffit en effet de

considérer la suite (%) de R.

HETY
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Convergence simple

Deux types de convergence CemmrnrrmE e

Exercice 1. On considére la suite de fonctions (f,) définie par

fn(x) = e~™ pour tout x € R.

Etudier la convergence uniforme de (f,) sur tout [a,+oo[ avec a>0, et
sur [0, +oo].

Exercice 2. On considére la suite de fonctions (f,) définie par

fo(x) = x"=x"*1 pour tout x € R.
Etudier la convergence uniforme de (f,) sur |-1,1].

HETY
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Etude de la limite d'une suite de fonctions Intégration

© Etude de la limite d'une suite de fonctions

Dans cette section, | désigne un intervalle contenant au moins deux
points et (f,) une suite de fonctions définies sur /.
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Etude de la limite d'une suite de fonctions Intégration

© Etude de la limite d'une suite de fonctions
o Continuité
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Continuité
Dérivabilite

Etude de la limite d'une suite de fonctions Intégration

Théoréme de continuité
Si

@ les f, sont continues sur /

o la suite de fonctions (f,) converge uniformément sur / (ou sur tout
[a,b] 1) vers f

Alors
f est continue sur /

Remarques :
@ En général, il est plus facile de montrer la continuité de f a partir de
son expression qui est explicite, contrairement a celle de la somme
d'une série de fonctions (cf. le prochain chapitre) !
o Par contre, la contraposée? de ce théoréme fournit une méthode
pratique pour démontrer la non convergence uniforme sur /.
HEY
2. Si f n'est pas continue sur / et si les f, sont continues sur /, alors la suite'de’ “
fonctions (f;) ne converge pas uniformément sur | vers f
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Continuité
Dérivabilite

Etude de la limite d'une suite de fonctions Intégration

@ On considére la suite de fonctions (f,) définie par f,(x) = x" pour
tout x € R.
Elle ne converge pas uniformément sur [0,1] (déja vu deux fois). En
effet, les f, sont continues sur [0,1] mais la limite simple f sur [0,1]

n'est pas continue en 1 (savez-vous le justifier ?)
1

@ On considére la suite de fonctions (f,) définie par fn(x) = 1=— pour
tout x e R.
Elle ne converge pas uniformément sur R
HEY
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Etude de la limite d'une suite de fonctions Intégration

© Etude de la limite d'une suite de fonctions

o Dérivabilité
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Continuité
Dérivabilite

Etude de la limite d'une suite de fonctions Intégration

Théoréme de dérivation
Si
o les f, sont dérivables sur /

o la suite de fonctions (f,) converge simplement sur / vers f
o la suite de fonctions (f,}) converge uniformément sur / (ou sur tout
[a,b] =) vers g
Alors
o f est dérivable sur /

e Vxel, f'(x)=g(x) autrement dit « la dérivée de la limite est la
limite des dérivées ».

Remarques :
@ On peut remplacer « dérivable » par « de classe €1 »

@ Comme pour la continuité, f étant explicite, ce résultat est surtout
utile pour dériver la somme d'une série de fonctions qui, elle, n'est}-| E T
pas explicite en général.
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Etude de la limite d'une suite de fonctions Intégration

© Etude de la limite d'une suite de fonctions

@ Intégration
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Etude de la limite d'une suite de fonctions Intégration

Théoréme d’intégration sur un segment
Si

o les f, sont continues sur [a, b]

o la suite de fonctions (f;) converge uniformément sur [a, b] vers f

Alors
fab f(t)dt= lim fab fo(t)dt autrement dit « l'intégrale de la limite est la
n—+oo

limite des intégrales ».

Remarque : Comme pour la continuité et la dérivation, f étant explicite,
ce résultat est surtout utile pour intégrer sur un segment la somme d'une
série de fonctions qui, elle, n'est pas explicite en général.

A Ce résultat ne vaut que pour une intégration sur un segment. On
1 -t
e ndt

pourra regarder [+ HEY
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Etude de la limite d'une suite de fonctions Intégration

Pour les intégrales généralisées (intégration sur un intervalle quelconque),
on a recours au théoréme suivant :

Théoréme de convergence dominée
Si

@ les f, sont continues par morceaux sur /

o la suite de fonctions (f,;) converge simplement sur [ vers f,
également continue par morceaux sur /

@ VneN, Vxel, |fp(x)l<@(x)
ol ¢ désigne une fonction positive et continue par morceaux sur /
telle que [; ¢(t)dt converge

Alors
Jif(t)dt= “T J; fa(t)dt autrement dit « I'intégrale de la limite est la
n—+oo

limite des intégrales ».

Remarques :
o La troisiéme hypothése est appelée « hypothése de domination » _H_El_

@ on peut se contenter d'une domination a partir d'un certain rang
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Etude de la limite d'une suite de fonctions Intégration

+oo 1

La suite numérique de terme général u, = fy
e-1

e

7y ex dx converge vers
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Etude de la limite d'une suite de fonctions

Fin du cours

Pour tester vos connaissances, un QCM vous attend sur Learning

HETY
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