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Avant-propos

Ce document est spécifiquement rédigé pour des séances de Cours/TD.

N

Il présente les éléments de cours habituels (définitions et propriétés) enrichis de remarques, indiquées par , donnant un certain
éclairage pour mieux les comprendre, les retenir et les utiliser.

Ce cours est aussi ponctué d’exercices, indiqués par ﬁ , qui seront traités en classe ou a la maison pour bien assimiler les
différentes notions présentées. Grace a ces exercices, vous allez fabriquer les exemples du cours ainsi que certaines preuves. C’est
effectivement en étant acteur dans ses apprentissages que 1'on profite au mieux des enseignements!

Vous trouverez également des méthodes mises en ceuvre, indiquées par f , qui correspondent a des savoirs-faire incontournables.
D’autres méthodes, issues des propriétés, apparaissent en gras dans les remarques.

Ce document sera complété par des feuilles de TD ou TP pour s’entrainer d’avantage.

Les situations étudiées dans ce document et en TD sont plutdt issues de la géométrie. Elles constituent des modéles auxquels
on peut se ramener par un travail de modélisation : transformation d'un probléme concret (de la vraie vie) en un probleme
mathématique "type" que l'on sait résoudre. Les TP (Python), quant a eux, seront plutdt issus de I'Informatique (moteur de
recherche, cryptographie, compression d’'image, code correcteur d’erreur).

En fait, 'algebre linéaire permet de traiter certains problemes géométriquement, mais c’est aussi un excellent "terrain de jeu"
pour illustrer les techniques de démonstrations présentées dans le module M1201. Vous verrez alors comment se batit une théorie

mathématique.

Bonne lecture, et bon travail...
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I. Espace vectoriel (ev)

1. Introduction

Vous savez des choses!
Plagons nous dans le plan euclidien, et considérons deux vecteurs i, U et un réel a.

Vous savez :

¢ additionner deux vecteurs (le résultat 7 + U est encore un vecteur)
¢ multiplier un vecteur par un réel (le résultat . est encore un vecteur)

Vous savez aussi que I'addition est une opération :
e associative : #i + (U + w) = (il + V) + i avec i un troisiéme vecteur
e commutative: i+ UV =0+1
e avec un élément neutre : i +0 = &
* pour laquelle tout vecteur admet un symétrique : i + (—ii) = 0

Vous savez enfin que la multiplication est une opération qui vérifie :

e lii=1

o a.(ii+ V) =a.i+ a.v (distributivité)

e a.(f.il) = (aP).u avec f un deuxieme réel (pseudo-associativité )
o (a+ P).ii = a.ii+ B.ii (pseudo-distributivité ')

Vous savez en fait ce qu’est un espace vectoriel...

[1]. Pourquoi pseudo?
[2]. Pourquoi pseudo?



2. Définition et premieres propriétés

,—[Déﬁnition (R-ev ou plus simplement ev).]

Un ev est un ensemble E muni de deux opérations :

e une addition (interne) notée + : Ex E — E

e une multiplication (externe) notée .: E xR — E
L'addition (interne) doit étre une opération :

e associative:Vu,v,we€E, u+v+w)=(u+v)+w

e commutative:Vu,veEE, u+v=v+u

¢ avec un élément neutre noté O ou0:VueE, u+0=1u

* pour laquelle tout vecteur admet un symétrique: Vu e E,u+ (-u) =0
Et la multiplication (externe) doit vérifier :

e YueE l.u=u

e Yu,veE, VaeR, a.(u+v)=a.u+a.v

e YueE, Va,BeR, a.(B.u) = (af).u

e YVueE, Va,BeR, (a+Blu=a.u+p.u

¢ Unev E n"admet qu'un seul élément neutre, appelé aussi vecteur nul, ce qui légitime la notation Og
¢ Dans un ev, un vecteur # n'admet qu'un seul symétrique, appelé aussi opposé, ce qui légitime la notation —u

Dorénavant, un vecteur désignera un élément d’'un ev!
On ne mettra donc plus de fleches sur les vecteurs.

[N

Ne pas confondre les vecteurs et les réels.
La lettre x pourra désigner, suivant le contexte, un vecteur si x = (xj, X2,..., X;) ouunréel si u = (x, y, z).

On notera la multiplication du vecteur u par le réel @, non plus «.u, mais simplement « u.

[N

| Ne pas confondre les opérations sur les vecteurs et celles sur les réels

Propriété (simplification) ]

Soit E un ev et u, v, w des vecteurs de E.
Siu+v=u+w,alors v=w.

4

| Démontrer cette propriété a I'aide de la définition d’'un ev.

,—[Propriété (multiplication externe).]

Soit E un ev, u un vecteur de E et a un réel.
* Ou = 0g ou plus simplement (a condition de maitriser) Ou =0
e a0 = 0 ou plus simplement a0 = 0
e FDu=-u

4

| Démontrer cette propriété a I'aide de la définition d'un ev et de la propriété de simplification.



3. Evderéférence

,—[Propriété (ev des n-uplets de réels - admise).]

Lensemble R” = {(xl, X2,..., Xp)|X1,X2,...,Xp € [R} muni des opérations définies par :
* (X1, %2,.., X)) + (Y1, Y250, Yn) = (X1 + Y1, X2+ Yo, Xn + Yn)
* a(xy,X2,...,Xn) = (@X1,aX2,...,AXXp)

forme un ev dont le vecteur nul est le n-uplet (0, ...,0).

,—[Propriété (ev des suites réelles - admise) ]

Lensemble RN = {(un)ne,\, lug, - € R} muni des opérations définies par :
* (Un)pen+ (Vi) pen = (Un + Un) pen
* @ (Un)pen = (@UR) peN

forme un ev dont le vecteur nul est la suite nulle.

\

,—[Propriété (ev des fonctions réelles d'une variable réelle - admise) ]

Lensemble & (R, R) muni des opérations définies par :
* f+g:x—flx)+g)
e af:x—af(x)

forme un ev dont le vecteur nul est la fonction nulle.

4. Sous espace vectoriel (sev)

~ Définition (sev).

Soit E un ev et F une partie de E.
On dit que F estun sevde E si:
s F#¢
e F eststable par addition:Vu,ve F, u+veF
e F eststable par multiplication: Vue F, VaeR, aue F

¢ Les deux derniers points sont équivalents a :
VYu,veFEVa,BeR, au+pPrveF (stabilité par combinaison linéaire)

ou encore
Vu,ve FEVaeR, au+veF (criteére pratique)

e Si Festunsevde E, alors O € F (pourquoi?).
Ainsi, pour savoir si F est un sev de E, on regarde d’abord si Oy € F.
Sinon, ce n'est pas un sev de E; si oui, on regarde la stabilité.
e F muni des restrictions “ de + et . est un ev.
Ainsi, pour montrer qu'un ensemble est un ev, il suffit de montrer que c’est un sev d'un ev de référence.

a. 1l s'agit de restreindre les ensembles de départ: +p: Fx F— Eet.p: FxR—E

Voici alors trois nouveaux ev de référence :

,—[Propriété (ev des applications réelles d'une variable réelle - évidente) ]

Lensemble des applications réelles d'une variable réelle,
o (R,R) ={f e FR,R)|Ds =R}

est un sevde & (R,R) et donc un ev.




,—(Propriété (ev des polynomes - évidente).} N\

Lensemble des polynomes (a coefficents réels),
R[X] = {P € &/ (R, R)|P soit polynomiale}

est un sevde «f (R,R) et donc un ev.

1
™

Lapplication P est dite polynomiale si elle est de la forme
P:x— ay+ a1 x+apx’ +-+ ap,x"
ol ay,...,a, sont des réels avec a,, # 0.

On dira alors que P est un polynéme de degré n.

k

En notant X¥ le monoéme de degré k c’est a dire Xk:x—x ,onadonc:

P=ap+a X+ a X>+-+a, X"

,—(Propriété (ev des polynoémes de degré inférieur ou égal a n - évidente).] N

Lensemble des polyndmes (a coefficents réels) de degré inférieur ou égal a n,
R,[X] = {P e R[X]|deg(P) < n}

est un sev de R[X] et donc un ev.

4

Montrer que les ensembles suivants sont des sev :
* Les triplets de R® dont la premiére composante est nulle
¢ Les suites réelles convergentes
¢ Les applications réelles continues sur R
¢ Les polyndémes qui s’annulent en 1

4

Montrer que les ensembles suivants ne sont pas des sev :
* Les couples de R? dont la deuxiéme composante est la valeur absolue de la premiere
¢ Les suites réelles majorées
¢ Les applications réelles positives ¢ sur R
¢ Les polynomes de degré 2

a. En Mathématiques, positif signifie positif ou nul

5. Sevengendré par des vecteurs

Dans R?, si F est un sev contenant (1,0), alors il contient aussi tous les vecteurs de la forme a(1,0) avec @ € R, autrement dit
{a(1,0)la eR} cF.

En fait, {a(1,0)|a € R} est le plus petit ®! sev contenant (1,0).

On dira que C’est :
¢ ’ensemble des vecteurs colinéaires a (1, 0)
* le sev engendré par (1,0), noté Vecr((1,0))
¢ la droite vectorielle engendrée par (1,0)

[3]. Ausens de l'inclusion

10



De la méme maniére,ona:
Dans R3, si F est un sev contenant (1,0,0) et (0,1,0), alors il contient aussi tous les vecteurs de la forme a(1,0,0) + B(0,1,0) avec
a, f € R, autrement dit {a(1,0,0) + §(0,1,0)|a, B € R} < F.

En fait, {a(1,0,0) + £(0,1,0)|a, B € R} est le plus petit sev contenant (1,0,0) et (0,1,0).

On dira que C’est :
¢ ’ensemble des combinaisons linéaires de (1,0,0) et (0,1,0)
* le sevengendré par (1,0,0) et (0,1,0), noté Vect((1,0,0), (0,1,0))
¢ le plan vectoriel engendré par (1,0,0) et (0,1,0)

,—[Déﬁnition (combinaison linéaire de vecteurs).] \

Soit E un ev et uy, ..., U, des vecteurs de E.
Une combinaison linéaire de uq, ..., u; est un vecteur de la forme

a U+ t+ayuy
ol les a; sont les coefficients (réels) de la combinaison linéaire.

\ J

,—[Déﬁnition (sev engendré par des vecteurs).] N\

Soit E un ev et uy,..., U, des vecteurs de E.
On appelle sev engendré par uy, ..., u,, noté Vect(ul, . un), I’ensemble des combinaisons linéaires de uy,..., uy :

Vect(uy,..., un) ={ar1us +---+ ayuglay,...,a, €R}

1

¢ C’est bien un sev de E, et méme le plus petit contenant uy, ..., u,
¢ Pour montrer que Vec t(ul yeens un) est inclus dans un sev F de E, il suffit alors de montrer que u,,...,u, € F

Définition (droite vectorielle, plan Vectoriel).]

Soit E un ev et u, v des vecteurs de E avec u # 0.
* Vect(u) est appelé droite vectorielle engendrée par u. C’est 'ensemble des vecteurs dits colinéaires a u
* Si vn'estpas colinéaire a u c’est a dire v ¢ Vect(u), alors Vect(u, v) est appelé plan vectoriel engendré par u et v

fg Dans R?

| On consideére D = {(x,y) € R*|ax + by = 0} avec b # 0.
Montrer que D est la droite vectorielle engendrée par le vecteur (—b, a).

fﬁ Dans R3

| On consideére P = {(x,y,2) € R?|ax + by + cz = 0} avec c # 0.
Montrer que P est le plan vectoriel engendré par les vecteurs (—c, 0, a) et (0,—c, b).

ﬁ Dans R3

On considére D 'ensemble des (x, y, z) € R® vérifiant :

ax+by+cz 0
ax+by+cz = 0

1. Si(a,b,c)=(1,1,2) et (a,b',¢") = (1,2,1), montrer que D = Vect((-3,1,1))
2. Si(a,b,0)=(1,1,1) et (a,b,c') = (1,2,2), montrer que D = Vect((0,-1,1))

11



II. Base

Dans toute la suite, E désigneunevet uy,..., u, des vecteurs de E.

1. Famille génératrice

L)
A-t-on toujours :

e Vect(u,...,up) < E?
e EcVect(u,...,un)?

Définition (famille génératrice d'un ev).]

On dit que (u, ..., up) est une famille génératrice de E si E = Vect(uy,..., u,) ce qui équivaut a dire que tout vecteur
de E s’écrit comme combinaison linéaire de u;, ..., u,.

\

| (w,...,un) est évidemment une famille génératrice de Vect(uy, ..., uy)

Propriété (principe de réduction d'une famille génératrice) ]

Si (u1,...,un) est une famille génératrice de E et si u, € Vect(u,..., un—1), alors la sous-famille (uy,..., uy—1) est
génératrice de E.

4

| Démontrer cette propriété.

1. Montrer que la famille ((1,0), (0,1), (1, 1)) est génératrice de R?.
2. L'écriture en combinaison linéaire de (1,0), (0,1), (1,1) est-elle unique?

3. ATlaide du principe de réduction, montrer que la sous-famille ((1,0), (1,1)) est génératrice de R?.

‘ 4. Lécriture en combinaison linéaire de (1,0), (1, 1) est-elle unique?

2. Famille libre

,—[Déﬁnition (vecteurs linéairement indépendants).]

On dit que uy, ..., 4, sont linéairement indépendants si :
Yar,..,an €R, (@1ur--+any=0g) = (a1 =--=a, =0)

Dans le cas contraire ¢, les vecteurs sont dits linéairement dépendants.

a. Savez-vous I'exprimer?

1

| Cela signifie que la seule combinaison linéaire nulle est la combinaison linéaire triviale (tous les coefficients nuls).

12



g Dans R?

| ¢ Montrer que les vecteurs (1,0), (0, 1), (1,1) sont linéairement dépendants.
¢ Montrer que les vecteurs (1,0), (1,1) sont linéairement indépendants.

,—[Déﬁnition (famille libre).} iy

On dit que (ul, e u,,) est une famille libre si les vecteurs u;,..., u, sont linéairement indépendants.
Dans le cas contraire, la famille est dite liée.

\ J

,—[Propriété (principe d’extension d'une famille libre).] N\

Si (w1,..., uy) est une famille libre et si u € E n’appartient pas a Vect(u, ..., uy), alors la sur-famille (1, ..., up, u) est
libre.

4

| Démontrer cette propriété.

Propriété (unicité de I'écriture) ]

Si(w,..., un) estune famille libre, alors tout vecteur de Vect(uy, ..., u,) s'écrit de maniére unique comme combinaison
linéaire de u;,..., uy.

4

| Démontrer cette propriété.

2

| Tout vecteur de E s'écrit-il de maniére unique comme combinaison linéaire de uy, ..., u,?

3. Base

f—[Déﬁnition (base).} N\

On dit que (ul, e un) est une base de E si tout vecteur de E s’écrit de maniere unique comme combinaison linéaire
de uy,...,uy:
YuekE, ay,...,ap,eR u=a1u1 +---+a,uy,

Dans ce cas, les coefficients a;,..., a, sont appelés les coordonnées du vecteur u dans la base [ul, . un)

,—[Propriété (CNS pour étre une base - évidente) ] N\

(u1,..., uy) estune base de E si et seulement si c’est une famille libre et génératrice de E.

Une base est dite canonique si elle est naturelle d’apres la maniére dont I’espace vectoriel est présenté :
* ((1,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,...,0,1)) est la base canonique de R”"
. (l,X,...,X”) est la base canonique de R, [X]

13



III. Dimension

1. Dimension finie

Définition (ev de dimension ﬁnie).}

Un ev est dit de dimension finie s'il posseéde (au moins) une famille génératrice finie.
Dans le cas contraire, il est dit de dimension infinie.

4

Les ev suivants sont-ils de dimension finie ou infinie ?
« R
° RN

FR,R)

R[X]

R, [X]

,—[Propriété (existence d’une base en dimension finie - admise) ]

Un ev de dimension finie posséde (au moins) une base.

,—[Propriété (famille libre et famille génératrice en dimension finie - admise) ]

Dans un ev de dimension finie, une famille libre ne peut pas avoir plus de vecteurs qu'une famille génératrice.

\.

— Corollaire.

Dans un ev de dimension finie, toutes les bases ont le méme nombre de vecteurs.

4

I Démontrer ce corollaire.

2. Dimension

Définition (dimension d’'un ev).]

Soit E un ev de dimension finie.
Le nombre de vecteurs dans une base de E est appelé dimension de E et noté dim(E).

4

Déterminer les dimensions suivantes.
e dim(R")
e dim[R,[X])

,—[Propriété (famille libre et famille génératrice en dimension finie connue).]

Dans un ev de dimension #,
e une famille libre a au plus n vecteurs.
Sielle en a n, c’est une base.
 une famille génératrice a au moins n vecteurs.
Sielle en a n, c’est une base.

14



4

| Démontrer cette propriété.

En dimension finie connue, pour montrer qu'une famille avec le bon nombre de vecteurs est une base, on peut soit montrer
qu'elle est libre, soit montrer qu’elle est génératrice.

,—[Propriété (complétion - admise).] N\

Soit E un ev de dimension finie, £ une famille libre et ¢ une famille génératrice de E.
On peut alors former une base de E en complétant £ par des vecteurs bien choisis dans ¥.

\ J

,—[Corollaire (évident en utilisant, pour le deuxiéme point, le fait que la famille vide est libre par convention) ]—

Dans un ev de dimension finie,
* une famille libre peut étre complétée en une base
e d’une famille génératrice, on peut extraire une base

\ J

,—[Propriété (dimension d’'un sev - admise) ] N

Soit E un ev de dimension finie et F un sev de E.
¢ F est de dimension finie et dim(F) < dim(E)
¢ Sidim(F) =dim(E), alors F=E

N

| En dimension finie, pour montrer une égalité entre deux ev, on peut montrer une inclusion et I'égalité des dimensions,
plutot que la double inclusion.

3. Rang d’une famille de vecteurs

Définition (rang d'une famille de vecteurs).]

Le rang de la famille (uy,..., u,) estla dimension de Vect(u, ..., up).

Si on dispose des coordonnées de uy, ..., U, dans une base, la méthode du pivot de Gauss permet de déterminer une base de
Vect(u, ..., u,) et donc sa dimension.

Cette méthode repose sur les remarques suivantes :
e permuter les vecteurs ne change pas le sev engendré
e multiplier un des vecteurs par un réel non nul ne change pas le sev engendré
* remplacer un des vecteurs par la somme de ce vecteur et d'une combinaison linéaire des autres ne change pas le sev
engendré
¢ une famille "échelonnée" de vecteurs est libre

/.4

Présentons cette méthode a ’aide d’'un exemple : dans R*, déterminer une base de Vect(ul, Uy, Us, u4) avec:

u=(1,1,-1,-2)
u=(1,-1,-1,2)
us=(2,2,4,-2)

us=(1,-1,-4,1)

15



On choisit un pivot sur la premiére ligne (valeur non nulle) :

C1 | G | C3 | C4 || Suivides variables
1 1 2 1 Cl = U
1] -1 2| -1 C2 = U

-1 -1 4| -4 C3 = U3

-2 2| =2 1 C4 = Uy

On fait apparaitre des zéros sur la premiére ligne a droite du pivot :

Co—C3—Cy | C3—C3-2Cy | Cy — C4—Cy || Suivi des variables

1 0 0 0 C1 = U

1 -2 0 -2 C2=u2*u1
-1 0 6 -3 C3:L£3—2L£1
-2 4 2 3 C4=L£4—M1

On choisit ensuite un pivot sur la deuxieme ligne :

Ci1| G| Cs| C4 || Suivides variables

1 0 0 0 C1 = U

1 -2 0| -2 C2=u2—u1
-1 0 6| -3 C3:U3—2u1
-2 4 2 3| Ca=us—u;

On fait apparaitre des zéros sur la deuxieéme ligne a droite du pivot :

| | | G4 —C4—C, || Suivi des variables

1 00 0 C1 =Uux

1 -2 0 0 C2=u2—u1
-1 0|6 -3 C3:u3—2u1
-2 4|2 -1 C4: Ug — Uy

On choisit enfin un pivot sur la troisiéme ligne :

C1 | C | Cs| C4 || Suivides variables
1 0 C1 = U
1| -2 0 Cg =Uz—uUx

-1 0 6 -3 Cg = Uz — 2u1

-2 4 C4 =Ug— U

(=]
o

[\S)
|
—

On fait apparaitre des zéros sur la troisieme ligne a droite du pivot :

‘ ‘ ‘ Cy—2C4+Cs H Suivi des variables

1 0 0 0 C1 = U
1| -2 0 0 CZZUZ—Ltl
-1 0 6 0 C3=u3—2u1
-2 4 2 0 Cy=2uUg—2Up + Uz — 2y

Onpose vy =uy, V2 = Uz — Uy, U3 = Uz —2Uj et vg =2ug —2up + uz — 2u;.
Les opérations réalisées sur les colonnes nous assure que :

Vect(u, uz, us, ug) = Vect(vy, vz, U3, Va)

De plus, v4=0doncona:
Vect(u1, up, us, ug) = Vect(vy, vz, v3)

Autrement dit, la famille (v1, v2, v3) est génératrice de Vect(u, uz, uz, us).
En outre, la famille (vl, vy, Ug) est "échelonnée" donc libre (pourquoi?).

Par conséquent, (vl, Vo, v3) est une base de Vect(ul, U, Us, u4) qui est alors de dimension 3.
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A propos des applications linéaires
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I. Application linéaire

,—[Déﬁnition (application linéaire ou morphisme d'ev).}

Soit E, F deux evet f: E — F une application.
On dit que I'application f est linéaire si :
e frespectel'addition: Vu,veE, f(u+v) = f(u)+ f(v)
* frespecte la multiplication: Vue€ E, Va eR, f(au) =af(u)

¢ Les deux derniers points sont équivalents a :
VYu,veE, Va,BeR, flau+pv)=af(w)+pf(v) (f respecte la combinaison linéaire)

ou encore
Vu,ve E,VaeR, flau+v)=af(u)+ f(v) (critére pratique)

e f(0p)=0Fp

¢ Limage d'une combinaison linéaire est la combinaison linéaire des images
¢ L'ensemble des applications linéaires de E dans F est un ev noté Z(E, F)

¢ La composée de deux applications linéaires est une application linéaire

¢ Lorsque E = F, on dit que f est un endomorphisme de E

¢ Lorsque F =R, on dit que f est une forme linéaire de E

e Lorsque F =RP”, la i-ieme fonction coordonnée de f est définie par :

fir E — R
u +— lai-ieme composante de f(u)

Lapplication f est alors linéaire si et seulement si toutes ses fonctions coordonnées le sont.
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,—(Propriété (les formes linéaires de [R{”).]

Les formes linéaires de R” sont les applications définies par :

@: R" — R avec daj,...,an€R
(X1,...,Xp) — a1 x1+--+anxy

ﬁ Des transformations du plan bien connues
¢ Montrer qu'une homothétie définie par :

h: RZ — [R?
(x,y9) — Alx, ) avec L €R

est un endomorphisme de R?
* Montrer que la projection orthogonale sur Vect((1,0)) définie par:

p: R? — R?
x,y) — (x,0)

est un endomorphisme de R?
* Montrer que la symétrie orthogonale par rapport a Vect((1,0)) définie par:
s: R? — R?
xy) — (x-y

est un endomorphisme de R?

f! Des transformations de fonction bien connues
e Montrer que I'application dérivée définie par :

D: 2RR) — SRR
f— 7

est une application linéaire de 'ev 2 (R, R) des fonctions dérivables sur R dans I'ev «f (R, R)
e Montrer que I'application intégrale définie par :

I: €(a,b,R) — R
f — [P fdx

est une forme linéaire de I'ev € ([a, b],R) des fonctions continues sur [a, b]

,—(Propriété (définition d'une application linéaire connaissant une base au départ).]

Soit E, F des ev et (e, ..., e,) une base de E.
Pour définir une application linéaire f de E dans F, il suffit de connaitre les images des vecteurs de la base de E c’est a

dire f(e1),..., f(en).

4

| Démontrer cette propriété.

* Laforme linéaire ¢ de R® définie par :

@: R — R
(x,,2) — ax+by+cz aveca,b,ceR

| est entierement déterminée par-...

18



* La projection orthogonale p sur Vec#((1,0)) définie par :

p: R>? — R?
(x,y) — (x,0)

est entierement déterminée par ...

II. Image et noyau

Dans la suite, E, F désignent desevet f € Z(E, F).

1. Image

,—[Déﬁnition (image d'une application linéaire).}

Limage de f, notée Im(f), est’ensemble des images des vecteurs de E :

Im(f) = {veFl3ucE, v=fw}
{fw)lueE}

r

1

| C’estunsevde F (savez-vous le montrer?)

Limage de la projection orthogonale sur Vect((1,0)) est...
Limage de la symétrie orthogonale par rapport a Vecr((1,0)) est....
¢ Limage d'une forme linéaire non nulle est . ..

e L'image de l'application dérivée est ...

T

Propriété (image d'une application linéaire connaissant une base au départ).}

Si (ey,...,en) estune base de E, alors Im(f) = Vect(f(e1), ..., f(en))

4

| Démontrer cette propriété.

1

Pour déterminer une base de Im(f) et sa dimension, on peut appliquer la méthode du pivot de Gauss a la famille
(f(el), s f(en)), a condition évidemment que F soit de dimension finie

f

Soit f I'application linéaire définie par :

f: R* — R
x, 3zt — (x-y+2z,2x+2y+6z+4t,—-x—2z—1)

On note (e, e2, €3, e4) 1a base canonique de R* et

uy = fer), ux = f(e2), uz = f(e3), us = f(es)
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1

4

La dimension de Im(f) étant le rang de la famille (u;, 12, us, us), on applique la méthode du pivot de Gauss a :

C1 | G | C3 | C4 || Suivides variables
1] -1 1 0 C1 =u
2 2 6 4 C2 = Uy
-1 0|-2]|-1 C3 = U3
C4 = Uy

Au final, on obtient :
Cy ‘ Cy ‘ Cs ‘ Cy H Suivi des variables

1 0 0 0 C1=LL1
4 0 0 Co=us+u;
-1] -1 0 0 ngug—ug—Zul

Coa=us—up— 1y

En posant vy = uy, V2 = Uy + Uy, U3 = Uz — Up —2Uy et vg = ug — Up — Uy, il apparait que (v, v2) est une base de Im(f) qui est
alors de dimension 2.

Définition (rang d’'une application linéaire).]

La dimension de Im(f) est appelée le rang de f, noté rg(f).

Noyau

Définition (noyau d'une application linéaire).}

Le noyau de f, notée Ker(f), est’ensemble des antécédents de O :

Ker(f) ={ueE|f(u) =0r}

C’est un sev de E (savez-vous le montrer?)

* Le noyau de la projection orthogonale sur Vecr((1,0)) est ...

¢ Le noyau de la symétrie orthogonale par rapport a Vect((1,0)) est...
¢ Le noyau de I'application dérivée est...

* Le noyau de la forme linéaire de R? définie par :

@: R? — R
(x,y) — ax+by aveca,beR

est la droite (vectorielle) d’équation: ...
* Le noyau de la forme linéaire de R3 définie par :

@: R — R
(x,,2) — ax+by+cz aveca,b,ceR

est le plan (vectoriel) d’équation: ...
¢ Le noyau de la forme linéaire de R” définie par :

@Q: R" — R
(X1,...,Xp) — @ x1+--+apxy, avec dy,...,an €R

est ’hyperplan (vectoriel) d’équation: ...
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Soit f I'application linéaire définie par :

f: R* — R®
x,,z,t) — ((x—-y+2,2x+2y+6z+4t,—x—-2z—1)

Déterminer le noyau de f, c’est résoudre le systéme linéaire :

x -y +z = 0
2x +2y +6z +4t = 0
-X -2z -t = 0

Pour cela, on applique la méthode du pivot de Gauss sur les lignes.

Cette méthode repose sur les remarques suivantes :
e permuter les équations ne change pas les solutions
* multiplier une des éq. par un réel non nul ne change pas les solutions
e remplacer une éq. par la somme de cette éq. et d'une combinaison linéaire des autres ne change pas les solutions
e un systeme "échelonné" est facile a résoudre "en remontant”

On choisit un pivot sur la premiére ligne (terme non nul) :

X -y +z = 0 Ly
2x +2y +6z +4t = 0 L,
—X -2z -t = 0 Ls
On supprime les termes en dessous du pivot :
X -y +z = 0
4y +4z +4t = 0 Ly —Ly,—-21,
-y -z -t = 0 L3 «— L3 + Ll

On choisit ensuite un pivot sur la deuxieme ligne :

X -y +z = 0 Ly
4y +4z +4t = 0 L,
-y -z -t =0 Ls
On supprime les termes en dessous du pivot :
X —y +z = 0
4y +4z +4rt = 0
0z +0r = O Ly —4L3+ Ly
Le dernier systéme est bien "échelonné" :
X —y +z = 0
4y +4z +4t = 0
0z 40t = 0

On le résout alors "en remontant" :

La derniere équation étant vraie pour tout z, ¢ € R, les solutions (x, y, z, ) s’exprimeront en fonction de z et ¢.
Plus précisément, on a:

e y=—-z—-t

e Xx=y—-z=-2z—1

Conclusion :

Ker(f) {(-2z2—t,—z—t,z,0)|z, t e R}
{z(-2,-1,1,0) + £#(-1,-1,0,1)|z, t € R}

Vect((-2,-1,1,0),(~1,-1,0,1))

Remarque : on verra ci-dessous que la méthode du pivot de Gauss sur les colonnes, utilisée pour déterminer une base et la
dimension de Im(f), permet aussi de déterminer la dimension et une base de Ker (f).
Ceci étant, savoir résoudre un systéeme linéaire est indispensable en algebre linéaire!
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3. Théoréme durang

Propriété (Théoreme du rang - admise) ]

Si E est de dimension finie, alors dim(E) = dim (Ker(f)) + rg(f)

| Unhyperplan (vectoriel) de R” d’équation a; x1 + -+ + a, X, = 0 est de dimension ...

Soit f I'application linéaire définie par :

f: Rt — R
x, 3zt — (x-y+2z2x+2y+6z+4t,-x—2z—1)

En gardant les notations précédentes, la méthode de Gauss fournit :

(v1, v2) base de Im(f) et donc dim (Im(f)) =2

Le théoreme du rang nous assure alors que dim (Ker(f)) =4-2=2.

De plus, la méthode de Gauss fournit aussi :
e 0=wv3=uz—ux—2u; = f(e3) — fex) —2f(e1) = f(e3 — ez —2ey)
*0=vyg=us—up—uy = fleg) — flez) — fler) = fles—ex—e1)
Autrement dit :
* e3—ey—2e; =(-2,-1,1,0) e Ker(f)
* eg—exy—e; =(-1,-1,0,1) e Ker(f)

Ces deux vecteurs n’'étant pas colinéaires, ils forment une famille libre de Ker(f) qui est de dimension 2. En fait, ils forment
une base de Ker(f).

III. Isomorphisme

1. Surjection

Propriété (CNS de surjectivité - évidente).]

f surjective < Im(f) = F.

\

| SiF estde dimension finie, alors on a: f surjective <= rg(f) = dim(F)

Propriété (image d'une famille génératrice par une application linéaire surjective) ]

Si f est surjective et si la famille (ey,...,e,) est génératrice de E, alors la famille des images (f(e1),..., f(e,)) est
génératrice de F.

4

| Démontrer cette propriété.
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| Si f estsurjective et E de dimension finie, alors F I'est aussi et dim(E) = dim(F)

2. Injection

Propriété (CNS d'injectivité).

f injective < Ker(f) =1{0g}.

4

| Démontrer cette propriété.

1

Pour montrer que f est injective, il suffit donc de montrer que 0y admet un unique antécédent qui est Og.
En général, pour montrer qu'une application est injective, il faut montrer que toute image admet un unique antécédent!

Propriété (image d'une famille libre par une application linéaire injective) ]

Si f est injective et si la famille (ey, ..., e,) est libre, alors la famille des images (f(e1), ..., f (en)) est aussi libre.

4

| Démontrer cette propriété.

1

| Si f estinjective et F de dimension finie, alors E I'est aussi et dim(E) < dim(F)

3. Bijection

,—[Déﬁnition (isomorphisme).]

Une application linéaire bijective est appelée un isomorphisme.
Dans ce cas, les ev de départ et d’arrivée sont dits isomorphes “.

a. 1ls possedent alors les mémes propriétés relatives a la structure d’ev

1

| Un endomorphisme bijectif est appelé un automorphisme

Propriété (linéarité de la bijection réciproque) ]

Si f est bijective, alors f’1 € X(EE).

23



4

| Démontrer cette propriété.

Propriété (image d'une base par un isomorphisme - évidente).]

Si f est bijective et si la famille (ej, ..., ey) est une base de E, alors la famille des images (f(e1),..., f(en)) est une base
de F.

condition n’est pas suffisante ¢, mais lorsqu’elle est remplie, on dispose d’une caractérisation « efficace » de la bijectivité.

‘ Pour qu’une application linéaire entre deux ev de dimension finie soit bijective, il faut qu’ils aient la méme dimension. Cette

a. Savez-vous le prouver?

Propriété (caractérisation « efficace » d'un isomorphisme).]

Si dim(E) = dim(F) < +oo, alorson a: f bijective <= f injective <= f surjective

4

| Démontrer cette propriété.

',

| Deux evde méme dimension (finie) sont isomorphes autrement dit il existe un isomorphisme entre les deux.

i

Montrer que R2[X] et R3 sont isomorphes en construisant un isomorphisme de R, [X] vers R3.
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Chapitre C

Point de vue matriciel en dimension finie
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I. Matrices en algebre linéaire
On considére deux ev E et F munis respectivement des bases :

B = (el;-'-yen) et%,:(flw--rfp)

1. Matrice d’'un vecteur

Nous savons qu'un vecteur u € E est déterminé de maniére unique par ses coordonnées «;,..., @, dans la base % :

u=ae +---+aney

,—[Déﬁnition (matrice d'un Vecteur).}

dans % :
a;

M (u, B) =

an

On appelle matrice du vecteur u dans la base 98,notée .« (u,98), la matrice "colonne" formée des coordonnées de u

[N

| Cette matrice dépend évidemment de la base choisie

1

| On notera simplement .# (u) s'il s’agit de la base canonique ou s'il n'y a pas d’ambiguité concernant la base
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2. Matrice d’'une application linéaire

Nous savons également qu'une application linéaire f de E dans F est entierement déterminée par les images f(ey),..., f(en).

De plus, les vecteurs f(e;) € F sont déterminés de maniere unique par leurs coordonnées ay;,..., @p; dans la base B

,—(Déﬁnition (matrice d'une application linéaire).}

On appelle matrice de 'application linéaire f dans les bases %, %', notée .4 (f, %8, %'), la matrice formée, en colonnes,
des coordonnées de f(e1),..., f(e,) dans B’ :

a1 ... Adip

, a21 ... d2p
M(f,B,B) = = (aif)lsisp,lsjsn

apl apn

[N

| Cette matrice dépend évidemment des bases choisies

| On notera simplement .# (f) s'il s’agit des bases canoniques ou s’il n’y a pas d’ambiguité concernant les bases

.4

¢ Soit f 'application linéaire définie par :

f: Rt — R
x,y,2,t) — (x—-y+2z2x+2y+6z+4t,—x—2z—1)

Sa matrice est 4 (f) =...
* Soit ¢ la forme linéaire de R® définie par :

Q: RP — R
(x,y,2) — x+2y-z

Sa matrice "ligne" est 4 (p) =...
* Soit p la projection orthogonale sur Vec#((1,0)) définie par :

p: R>? — R?
x,y) — (x,0)

Sa matrice est 4 (p) =...
* Soit s la symétrie orthogonale par rapport a Vect((1,0)) définie par :

s: RZ — R2
x,y) — (x-y

Sa matrice est 4 (s) =...
¢ Soit & ’'homothétie définie par :
h: R> — R?
xy) — Ax,y) avec L € R

Sa matrice est 4 (h) =...

1
™

. , - o TR . . 1 0 . L P
Si A =1, ’homothétie est en fait I'application identité, et sa matrice ( 0 1 ) est appelée matrice identité d’ordre 2.
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II. Espace vectoriel des matrices

1. Addition
On sait additionner deux applications linéaires f, g de E dans F :
f+gix— f(x)+gx)

On aimerait additionner leurs matrices de sorte que :

M+ =M(f+g)]

| Les bases choisies doivent étre les mémes pour f et g

En fait, il suffit d’additionner les matrices terme a terme...

,—[Déﬁnition (addition de matrices).}

L'addition de deux matrices de méme taille * p x n est définie par:

ay] ... Qip b11 bln a11+b11

az; ... Qzp b21 bzn a21+b21
+ . . . =

ap1 ... Qpn bpl bpn ap1 ar bpl

a. Elles doivent avoir le méme nombre de lignes p et le méme nombre de colonnes n

aip+bip
Ao+ boy,

apn+bpn

2. Multiplication par un réel

On sait aussi multiplier par A € R une application linéaire f de E dans F :
Af ix— Af(x)

On aimerait aussi multiplier par A € R sa matrice de sorte que :

(Al ()= 4Af)]

En fait, il suffit de multiplier par A chaque coefficient de la matrice...

,—[Déﬁnition (multiplication par un réel).]

La multiplication par A € R d’'une matrice de taille p x n est définie par :

aln ... din A(ZH /Laln

ay ... d2pn )Lam Aagn
A =

apr ... Qpn Aapy ... Aapn

4

Soit p la projection orthogonale sur Vec#((1,0)) définie par :

p: R>? — R?
xy) — 0

1. Déterminer la matrice de 2p — id ou id désigne 'application identité.

3. Illustrer ce résultat a ’aide d’'un dessin.
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3. Aproposdel’evdes matrices

,—(Propriété (admise) ] N

* Lensemble des matrices de taille p x n, noté .4, ,(R), est un ev.

* Les matrices E;; (1 =i < p,1 < j < n), ou tous les coefficients sont nuls sauf e;; qui vaut 1, forment la base
canonique de I'ev .4, »,(R) qui est donc de dimension pn.

* Z(R",RP) estisomorphe a ./, ,(R) via 'isomorphisme défini par :

¢: LRLRY) — My ®
f — up

1
™

¢ L'ensemble des matrices "carrées" de taille n x n est noté simplement .4, (R). De telles matrices sont dites d’ordre n.
¢ Labase canonique de .#> > (R) est (E11, E12, Eo1, Epp) avec:

1 0 0 1 0 0 0 0
En—(o 0)'E12_(0 0),E21—(1 O)ethz—(O 1)

¢ ¢ est une application linéaire par définition des opérations sur les matrices!

* ¢ estbijective car, étant donnée une matrice A = (a;;) € 4, »(R), il existe une unique application linéaire f de R” dans
R” dont la matrice (dans les bases canoniques) est A. Plus précisément, cette unique application linéaire associée a A,
est définie par :

f(1,0,...,0) = (a11,...,ap1), ..., £((0,...,0,1)) = (@1p, ..., Apn)

/\ Unvecteur de R” se note toujours en ligne, c’est sa matrice qui est en colonne (évitons les abus).
¢ En fait, cet isomorphisme "naturel" permet de transformer un probleme d’algebre linéaire (de dimension finie) en un
probléme matriciel dont la résolution est plus pratique *!

a. On peut par exemple utiliser la structure de tableaux dans les implémentations

4

-1
On considere la matrice A = ( (1) 0 )

1. Déterminer I'application linéaire associée f.
2. De quelle transformation du plan s’agit-il (faire un dessin) ?

3. Déterminer la matrice de la rotation (vectorielle) d’angle 6 (faire un dessin).

Se posent alors les questions suivantes :

¢ Comment déterminer matriciellement 'image d'un vecteur par une application linéaire?
¢ Comment déterminer la matrice de la composée de deux applications linéaires ?

III. Multiplication matricielle

1. Pour déterminer I'image d’un vecteur

Soit ¢ la forme linéaire de R” définie par :

@ R* — R
X=(X1,...,Xp) — @X1+:---+apxp avec dy,...,adn €R

Sa matrice "ligne" est 4 (p)=( a1 ... an ).

X1

Comment déterminer ¢(x) = ax1 + -+ + a, X, a partir des matrices 4 (p)=( a1 ... ap Jetd()=| : |[?
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X: nlignes 1 colonne

(1)
./"" e
/ / ) &
_ >

|
T

A 1ligne n colonnes |Y=AX: 1ligne 1 colonne|

4

Soit ¢ la forme linéaire de R® associée a la matrice "ligne" (1 2 -1).

Déterminer matriciellement ¢(u) avec u = (1,2,3).

Soit maintenant f € £ (R",RP) et x = (x1,...,Xx,) € R".

La matrice de f ayant p lignes, en répétant ce qui précéde pour chaque ligne, on obtient en fait la matrice "colonne" de f(x) :

|X: nlignes 1 colonne|

1)
] X2
" 7 ~
N .
(3 x Y .
/ 1
/ A -
>/\L\/‘»/‘/ ¥
Vi x e * n
/ Vd *® N -
/ / L
.
N
G
aj ajz e n \ W
v ' 1 )
-’ g \
| az az2 wee | aAzp | Vo

L ./ N

apl  Ap2 .- Apn Yp

A: plignes n colonnes Y=AX: plignes 1 colonne

.4
1 -1 1 0

Soit f 'application linéaire associée a la matrice| 2 2 6 4
-1 0 -2 -1

Déterminer matriciellement f(u) avec u = (1,2,-1,-2).
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En fait, on vient de définir le produit AX avec:
Ae My, R) et X € My (R)

De plus, si A estla matrice de I'application linéaire f et X celle du vecteur x, alors AX sera celle du vecteur f(x) :

M) = ()]

Vous noterez que la matrice Y = AX est bien dans .4, 1 (R)

2. Pour déterminer la matrice d’'une composée

On sait composer deux applications linéaires f: E— Fetg: D — E:

fog:x— f(gx)

On aimerait multiplier leurs matrices de sorte que :

| M) (g) =M (fop) |

| Lesbases alarrivée de g et au départ de f doivent étre les mémes

En fait, il suffit de généraliser ce qui précede...

| B: nlignes g colonnes

N
b+ bz e by
"
%
bZI > bgg | qu
\) Ny
e
o x
PN o\ : - ' :
' A N
},S/ x, .___,_.,bm o bp | .. b”q
AN Ny
/ S
&
v
ﬂi] Giz (I!‘I” 1 Cl2 Cig
N '
:. sy 022\ P | ﬂz,;\l Ca1 i Caz | R ng
NANY SN N/
am Qpo Gpn [ Cp2 Cpg
A : p lignes n colonnes C=AB: plignes g colonnes

[N

¢ La multiplication matricielle ne se fait pas terme a terme ¢
¢ Elle n'est pas commutative :

Lo o )03 0 )=(o o ) (35 o 0)=(3 o)

Comment peut-on interpréter ce résultat géométriquement?

a. Ce produit existe, il est appelé produit d'Hadamard et est utilisé, par exemple, pour les filtres en traitement d'images ou pour caractériser I'anti-symétrie
d’une relation dans un ensemble a partir de la matrice d’adjacence
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IV. Inversion de matrices

1. Matrice inversible

Soit f une application linéaire de R" dans RP.

Si f est bijective, alors n = p et sa bijection réciproque f~! est un endomorphisme de R” vérifiant :

fof t=idgnet flof =idgn

En "passant aux matrices", il vient :
M)A =T et (M) =1

On dira que .4 (f) est inversible d’inverse . (f ') :

() =™

Dans R, 2 est inversible d’inverse % car 2 x % =1 et (par commutativité) % x2=1.

On note aussi2™! = %

,—[Déﬁnition (matrice inversible et matrice inverse).]

On dit que A € .4, (R) est inversible s'il existe B € .4, (R) telle que :
AB=1I,etBA=1,

Dans ce cas, B est unique, appelée matrice inverse de A et notée A~

r

1

| Une matrice qui n’est pas carrée ne peut pas étre inversible

Contrairement a un réel non nul qui est toujours inversible, une matrice carrée non nulle ne I’est pas toujours.
En fait, I'inversibilité d’'une matrice traduit la bijectivité de 'application linéaire associée.

4

1
1. On considere A = ( 0 )
0 -1
(a) Calculer A?
(b) En déduire que A est inversible et déterminer AL

(c) Interpréter ce résultat géométriquement.

1
2. Montrer géométriquement que B = ( 0 g ) n’est pas inversible.

Peut-on voir ce dernier résultat a partir de la matrice uniquement?

,—[Déﬁnition (déterminant d’'une matrice carrée d’ordre 2).]

. a b
Soit A = ( c d ) € M (R).
Le déterminant de A, noté det(A) ou |A|, est le réel défini par :
a b
|A| = d ‘ =ad-cbh
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,—[Déﬁnition (déterminant d’'une matrice carrée d’ordre 3).} N

a b ¢
SoitA=| d e f |edsR.
g h i
Le déterminant de A est le réel défini par :
a b c
e d d e
|[Al={ d e f |=+a f —b' f +c
h i g i g h
g h i
On a "développé suivant la premiere ligne" :
a b c
e L d I d e
|a] = e £ |=a- “—bA +“‘ ‘
o g d g h
g h i
T A "
a b—o
5 b
T
7+ @ o
d ¢ I
o 1
b
Gl
g h
En réalité, on peut développer suivant n’'importe quelle ligne ou colonne.

Les signes des coefficients devant les déterminants d’ordre 2 changent :

+ - +
— + —
+ - 4+
e Développement suivant la 2-iéme ligne :
a b c
A= d ef:—d'z e ‘lf—f’“Z'
g h i &
¢ Développement suivant la 3-ieme colonne :
a b c
d e a b a
|[Al=| d e f |=+c '—f‘ +i ‘
g h i g h g h d e

1

¢ On ne change pas le déterminant en remplacant une ligne (resp. colonne) par la somme de cette ligne (resp. colonne)
et d'une combinaison linéaire des autres. On peut ainsi faire apparaitre des zéros, et faciliter le "développement"

‘ ¢ On choisit la ligne ou la colonne contenant le maximum de 0
¢ On peut, en généralisant, calculer des déterminants d’ordre supérieur
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[N

| Lorsqu’on multiplie une ligne (resp. colonne) par un réel, le déterminant I’est également

Propriété (CNS d’'inversibilité - admise).]

Une matrice est inversible si et seulement si son déterminant est non nul.

Etudier l'inversibilité des matrices suivantes :

1 0
as(l )

Comment peut-on déterminer (lorsqu’elle existe) la matrice inverse?

2. Détermination pratique de I'inverse

Soit A € .4, (R) une matrice inversible.

Déterminer I'inverse de A revient a résoudre I'équation (matricielle) :
AX =B

d’inconnue X € .4}, 1 (R) et de second membre B € ./, 1 (R).

En effet, en multipliant (a gauche) les deux membres par A71 il vient:

A'AX=A"'B
ce qui fournit :
I,X=A"'B
ou encore :
X=A"'B

1

| SiA=.4(f), déterminer A~! = .4/ (f~") revient a déterminer f ! c’est a dire, pour tout b € R", 'unique x € R" tel que f(x) = b.

/.4

1 01
Déterminons l'inversede A=| 2 2 3 |enrésolvantl’équation:
-1 2 1
AX=B
X a
d'inconnue X =| y |etdesecond membre B=| b
z c
c’est a dire I'équation :
xX+z a
2x+2y+3z |=| b
-x+2y+z c
ou encore le systéme linéaire :
x +z = a
2x +2y +3z = b
-x +2y +z = ¢
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Pour cela, appliquons la méthode du pivot de Gauss :

On cherche d’abord un systéme équivalent "échelonné" :

X +z = a

2x +2y +3z = b

-x +2y +z = ¢

X +z = a
p== ZY +z = =-2a+b Ly —Ly—2L,

2y 42z = a+c Ly — L3+ 1L;

b +z = a

= 2y 4z = -2a +b
z = 3a -b +c Ly —L3—1Ly

AN "

Ensuite, on résout le systéme "échelonné" en "remontant” :

X +z = a
2y 4z = -2a +b
z = 3a -b +c
X +z = a
© Y = —ga +b —%c
z = 3a -b +c
X = -2a +b -c
= y = -2a +b -jc
z = 3a -b +c
X -2 1 -1 a
|l y |= —% 1 —% b
z 3 -1 1 c
-2 1 =
DouAdl=| -3 1 -}
-1 1

| Lestermes du second membre doivent étre bien rangés

f

On peut présenter la démarche précédente de maniere plus "simple" :
1 0 1|1 0 O
2 2 3|0 1 0
-1 2 1(0 0 1
1 0 1|1 0 0
0 2 1]/-2 1 0 Ly —Lp—2L,
0 2 2|1 01 L3 — L3+ 1y
1 0 1 0 0
0 2 -2 1 0
0 [0 3 -1 1 Ly —1L3—Ly
1 @ 0|21 -1 Ly —L-1Ls
0 2 0|-5 2 -1 Ly—Ly—1L3
0 0 1|3 -1 1
1 0 0] -2 -
5 1 1
o M o|-3 -1 Ly —3l2
0 0 1|3 -1 1
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