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o Pour naviguer dans le document, vous pouvez utiliser :

o le menu (en haut d gauche)
o |'icdne en dessous du logo IUT
o les différents liens

@ Pour signaler une erreur, vous pouvez envoyer un message a l'adresse suivante :
anthony.ridard@univ-ubs.fr
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Espace vectoriel (ev) Définition et premiéres propriétés
Ev de référence

Sous espace vectoriel (sev)
Sev engendré par des vecteurs

Vous savez des choses !
Placons nous dans le plan euclidien, et considérons deux vecteurs i, v et un réel a.

Vous savez :

o additionner deux vecteurs
(le résultat G+ v est encore un vecteur)

o multiplier un vecteur par un réel
(le résultat a.T est encore un vecteur)

i~
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Vous savez aussi que I'addition est une opération :

o associative : I+ (V+w)=(0+V)+w avec w un troisiéme vecteur

@ commutative : G+v=v+1

@ avec un élément neutre : T+0=

o pour laquelle tout vecteur admet un symétrique : G+ (—d) =0

Vous savez enfin que la multiplication est une opération qui vérifie :
o lii=1u
a.(i+V)=a.i+a.v (distributivité)
a.(B.0) = (ap).i avec f un deuxiéme réel (pseudo-associativité 1)
° (a+ﬁ).ﬁ = a.ii+ p.i (pseudo-distributivité 2)

Vous savez en fait ce qu'est un espace vectoriel...

1. Pourquoi pseudo ? 1o

2. Pourquoi pseudo?
7/53
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Espace vectoriel (ev)

Introduction

Définition et premiéres propriétés
Ev de référence

Sous espace vectoriel (sev)

Sev engendré par des vecteurs

Dé (R-ev ou plus simplement ev)

Un ev est un ensemble E muni de deux opérations :
@ une addition (interne) notée +: ExE— E
o une multiplication (externe) notée .: ExR— E
L’addition (interne) doit étre une opération :

o associative : Vu,v,weE, u+(v+w)=(u+v)+w

e commutative : Yu,veE, u+v=v+u

@ avec un élément neutre noté Og ou 0 : VueE, u+0=u

@ pour laquelle tout vecteur admet un symétrique : Yue E,u+(-u)=0

Et la multiplication (externe) doit vérifier :
e YueE, lL.u=u
o Vu,veE, YaeR, a.(u+v)=a.u+a.v
o VueE, Va,feR, a.(B.u)=(af).u
o YueE, Va,BeR, (a+p).u=a.u+f.u
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@ Un ev E n'admet qu'un seul élément neutre, appelé aussi vecteur nul, ce
qui légitime la notation Og

o Dans un ev, un vecteur u n'admet qu’'un seul symétrique, appelé aussi
opposé, ce qui légitime la notation —u

Dorénavant, un vecteur désignera un élément d’un ev!
On ne mettra donc plus de fléches sur les vecteurs.

Ne pas confondre les vecteurs et les réels.
La lettre x pourra désigner, suivant le contexte, un vecteur si x = (x1,Xx2,...,Xn)
ou un réel si u=(x,y,z).

On notera la multiplication du vecteur u par le réel a, non plus a.u, mais
simplement au.

[N Y

| Ne pas confondre les opérations sur les vecteurs et celles sur les réels g
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Propriété : simplification
Soit E un ev et u,v,w des vecteurs de E.
Siu+v=u+w, alors v=w.

4

| Démontrer cette propriété a I'aide de la définition d'un ev.

Propriété : multiplication externe

Soit E un ev, u un vecteur de E et a un réel.
o Ou=0g ou plus simplement (3 condition de maitriser) Ou=0
o a0 =0f ou plus simplement a0 =0

o (-l)u=-u

| Démontrer cette propriété a I'aide de la définition d'un ev et de la propriété de )
simplification. 1T
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Propriété : ev des n-uplets de réels - admise

L'ensemble R" = {(x1,X2,...,Xn)IX1,X2,...,xn € R} muni des opérations définies par :
o (x1,x9,..c,xn)+ (¥1,¥2,--»¥n) = (X1 + Y1, X0+ ¥2,...,Xn + ¥n)
o a(xy,x9,...,xn) = (axy,axy,...,axn)

forme un ev dont le vecteur nul est le n-uplet (0,...,0).

Propriété : ev des suites réelles - admise

| A\

L'ensemble RN = {(un) hen U, -+ € R} muni des opérations définies par :
O (Un)nEN + (Vn)neN = (Un + V”)nEN

o a(un)pen = (@Un) pen
forme un ev dont le vecteur nul est la suite nulle.

Propriété : ev des fonctions réelles d'une variable réelle - admise

L'ensemble Z(R,R) muni des opérations définies par :
o f+g:x— f(x)+g(x)

o af :x— af(x)

forme un ev dont le vecteur nul est la fonction nulle.

uT
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Définition (sev)

Soit E un ev et F une partie de E.
On dit que F est un sev de E si :

o F#9
@ F est stable par addition : Yu,veF, u+veF
@ F est stable par multiplication : Vue F, VaeR, aue F

o Les deux derniers points sont équivalents a :
Yu,veF, Ya,BeR, au+PveF (stabilité par combinaison linéaire)

ou encore Yu,veF, YaeR, au+veF (critére pratique)

@ Si F est un sev de E, alors Og € F (pourquoi ?).
Ainsi, pour savoir si F est un sev de E, on regarde d’abord si O € F.
Si non, ce n'est pas un sev de E; si oui, on regarde la stabilité.

o F muni des restrictions? de + et . est un ev.
Ainsi, pour montrer qu’un ensemble est un ev, il suffit de montrer que
c’est un sev d’un ev de référence.

. 1l s’agit d treindre | bles de départ : : — t . —
a s'agit de restreindre les ensembles de départ : +p:FxF—E et .p:FxR—E 15/53
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Voici alors trois nouveaux ev de référence :




Introduction
Espace vectoriel (ev) Définition et premiéres propriétés

Ev de référence
Sous espace vectoriel (sev)
Sev engendré par des vecteurs

Propriété : ev des applications réelles d'une variable réelle - évidente

L'ensemble des applications réelles d'une variable réelle,
oA (R,R) = {f € F(R,R)|Ds = R}

est un sev de F(R,R) et donc un ev.
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Propriété : ev des polynémes - évidente

L’ensemble des polynémes (a coefficents réels),

R[X] = {P e/ (R,R)|P soit polynomiale}

est un sev de o/ (R,R) et donc un ev.

L'application P est dite polynomiale si elle est de la forme
P:x—ag+agx+apx®+--+apx"

ou ag,...,an sont des réels avec a, #0.

On dira alors que P est un polynéme de degré n.

En notant XX le monome de degré k c’est a dire Xk :X'—*Xk, on a donc :

P=ag+ag X+ayX2+---+apX"
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Propriété : ev des polyndmes de degré inférieur ou égal a n - évidente

L'ensemble des polyndémes (a coefficents réels) de degré inférieur ou égal a n,
Rn[X] = {P e R[X]|deg(P) < n}

est un sev de R[X] et donc un ev.
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4

4

Sev engendré par des vecteurs

Montrer que les ensembles suivants sont des sev :
o Les triplets de R3 dont la premiére composante est nulle
o Les suites réelles convergentes
@ Les applications réelles continues sur R

@ Les polynébmes qui s'annulent en 1

Montrer que les ensembles suivants ne sont pas des sev :

o Les couples de R2 dont la deuxiéme composante est la valeur absolue de la
premiére

o Les suites réelles majorées
o Les applications réelles positives @ sur R
o Les polyndmes de degré 2

a. En Mathématiques, positif signifie positif ou nul

20/53
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Dans RQ, si F est un sev contenant (1,0), alors il contient aussi tous les vecteurs de la
forme a(1,0) avec a €R, autrement dit {a(1,0)la eR} < F.

En fait, {a(1,0)|a €R} est le plus petit 3 sev contenant (1,0).

On dira que c’est :
@ I'ensemble des vecteurs colinéaires a (1,0)
o le sev engendré par (1,0), noté Vect((1,0))
o la droite vectorielle engendrée par (1,0)

De la méme maniére, on a ...

i~

3. Au sens de l'inclusion
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Dans R3, si F est un sev contenant (1,0,0) et (0,1,0), alors il contient aussi tous les
vecteurs de la forme «(1,0,0)+ (0,1,0) avec a,B R, autrement dit
{(1,0,0)+ B(0,1,0)la, B R}  F.

En fait, {a(1,0,0)+ $(0,1,0)|a, € R} est le plus petit sev contenant (1,0,0) et (0,1,0).

On dira que c’est :
o I’ensemble des combinaisons linéaires de (1,0,0) et (0,1,0)
o le sev engendré par (1,0,0) et (0,1,0), noté Vect((1,0,0),(0,1,0))
@ le plan vectoriel engendré par (1,0,0) et (0,1,0)

Plus généralement, on a ...

uT
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Définition (combinaison linéaire de vecteurs)

Soit E un ev et uq,...,un des vecteurs de E.
Une combinaison linéaire de uy,...,u, est un vecteur de la forme

ajuy +---+anpup

ou les a; sont les coefficients (réels) de la combinaison linéaire.

Définition (sev engendré par des vecteurs)

Soit E un ev et uy,...,un des vecteurs de E.
On appelle sev engendré par uq,...,un, noté Vect(ul,...,u,,), I'ensemble des
combinaisons linéaires de uy,...,up :

Vect(uy,...,un) ={ayuy +-+apuplay,...,an €R}

Y 7
o C'est bien un sev de E, et méme le plus petit contenant uq,...,up
e Pour montrer que Vect(uy,...,upn) est inclus dans un sev F de E, il
suffit alors de montrer que uy,...,upe F

Y

uT
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Sev engendré par des vecteurs

Définition (droite vectorielle, plan vectoriel)

Soit E un ev et u,v des vecteurs de E avec u#0f.

o Vect(u) est appelé droite vectorielle engendrée par u. C'est I'ensemble des
vecteurs dits colinéaires a u.

@ Si v n'est pas colinéaire a u c’est a dire v ¢ Vect(u), alors Vect(u,v) est appelé
plan vectoriel engendré par u et v.

gDans R2

| On considére D = {(x,y) eR?|ax+ by = O} avec b#0.
Montrer que D est la droite vectorielle engendrée par le vecteur (—b,a).

i~
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EgDans R3

On considére P = {(x,y,z) eR3jax + by +cz= 0} avec c #0.

Montrer que P est le plan vectoriel engendré par les vecteurs (-c,0,a) et
(0,-¢, b).

ngans R3

On considére D I'ensemble des (x,y,z) eR3 vérifiant :

0
0

ax+by+cz
ax+by+c'z

Q Si(a,b,c)=(1,1,2) et (d/,b,c')=(1,2,1), montrer que D = Vect((-3,1,1))
@ Si(ab,c)=(1,1,1) et (a,b,c’)=(1,2,2), montrer que D = Vect((0,-1,1))

Y

i~

26 /53



Famille généaratrice
Famille libre

Base

© Base

Dans toute la suite, E désigne un ev et uq,...,u, des vecteurs de E.
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o Famille génératrice
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L]
A-t-on toujours :
o Vect(uy,...,un)<E?

o Ec Vect(uy,...,un)?
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Famille libre

Base

Définition (famille génératrice d'un ev)

On dit que (ug,...,upn) est une famille génératrice de E si E = Vect(uy,...,un) ce qui
équivaut a dire que tout vecteur de E s’écrit comme combinaison linéaire de uq, ..., up.

1

| (u1,...,un) est évidemment une famille génératrice de Vect(uy,...,un)

Propriété : principe de réduction d'une famille génératrice

Si (u1,...,un) est une famille génératrice de E et si up € Vect(uy,...,u,—_1), alors la

sous-famille (uy,...,u,_1) est génératrice de E.

| Démontrer cette propriété. '
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Base

@ Montrer que la famille ((1,0),(0,1),(1,1)) est génératrice de R

@ L’écriture en combinaison linéaire de (1,0),(0,1),(1,1) est-elle unique ?

© A I'aide du principe de réduction, montrer que la sous-famille ((1,0),(1,1))
est génératrice de R2.

Q L’écriture en combinaison linéaire de (1,0),(1,1) est-elle unique?

er
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Famille libre
Base

Définition (vecteurs linéairement indépendants)

On dit que uq,...,un sont linéairement indépendants si :
Vay,...,an€R, (@qug - +apup=0g)= (a1 =--=ap=0)

Dans le cas contraire 2, les vecteurs sont dits linéairement dépendants.

a. Savez-vous I'exprimer?

1
™

Cela signifie que la seule combinaison linéaire nulle est la combinaison linéaire
triviale (tous les coefficients nuls).

o Montrer que les vecteurs (1,0),(0,1),(1,1) sont linéairement dépendants.
o Montrer que les vecteurs (1,0),(1,1) sont linéairement indépendants. )
uT

gDans R2

33/53



Famille généaratrice
Famille libre

Base

Définition (famille libre)

On dit que (ul,...,un) est une famille libre si les vecteurs uq,...,un sont linéairement
indépendants.
Dans le cas contraire, la famille est dite liée.

Propriété : principe d'extension d'une famille libre

Si (ug,...,un) est une famille libre et si ue E n'appartient pas & Vect(u,...,un), alors
la sur-famille (uy, ..., un, u) est libre.

| Démontrer cette propriété.
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Base

ropriété : unicité de I'écriture

Si (u1,...,un) est une famille libre, alors tout vecteur de Vect(us,...,un) s'écrit de
maniére unique comme combinaison linéaire de uq,...,up.

4

| Démontrer cette propriété.

2

Tout vecteur de E s'écrit-il de maniére unique comme combinaison linéaire de
uy,...,un?
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Famille généaratrice
Famille libre

Définition (base)

On dit que (ug,...,un) est une base de E si tout vecteur de E s'écrit de maniére
unique comme combinaison linéaire de uy,...,up :

VYueE, lay,...,aneR, u=ajuy +--+apup

Dans ce cas, les coefficients aq,...,an sont appelés les coordonnées du vecteur u dans
la base (uy,...,un).

Propriété : CNS pour &tre une base - évidente

(ug,...,un) est une base de E si et seulement si c’est une famille libre et génératrice de E.

Q
Une base est dite canonique si elle est naturelle d’aprés la maniére dont I'espace
vectoriel est présenté :
e ((1,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,...,0,1)) est la base canonique de R" '

@ (1,X,...,X™ est la base canonique de R,[X] Tni
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Dimension
Dimension Rang d'une famille de vecteurs

Définition (ev de dimension finie)

Un ev est dit de dimension finie s’il posséde (au moins) une famille génératrice finie.
Dans le cas contraire, il est dit de dimension infinie.

Les ev suivants sont-ils de dimension finie ou infinie ?
o R"
o RN
o Z(RR)
o R[X]
° Rp[X]
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Dimension
Dimension Rang d'une famille de vecteurs

Propriété : existence d'une base en dimension finie - admise

Un ev de dimension finie posséde (au moins) une base.

Propriété : famille libre et famille génératrice en dimension finie - admise

Dans un ev de dimension finie, une famille libre ne peut pas avoir plus de vecteurs
qu'une famille génératrice.

Corollaire

Dans un ev de dimension finie, toutes les bases ont le méme nombre de vecteurs.

4

I Démontrer ce corollaire.
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Définition (dimension d’un ev)

Soit E un ev de dimension finie.
Le nombre de vecteurs dans une base de E est appelé dimension de E et noté dim(E).

4

Déterminer les dimensions suivantes.
o dim(R")
o dim(Rs[X])
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Propriété : famille libre et famille ératrice en dimension connue

Dans un ev de dimension n,

o une famille libre a au plus n vecteurs.
Si elle en a n, c’est une base.

o une famille génératrice a au moins n vecteurs.
Si elle en a n, c’est une base.

4

| Démontrer cette propriété.

N

En dimension finie connue, pour montrer qu’une famille avec le bon nombre
de vecteurs est une base, on peut soit montrer qu’elle est libre, soit montrer

qu’elle est génératrice. '

i~
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Rang d'une famille de vecteurs

Dimension

Propriété : complétion - admise
Soit E un ev de dimension finie, £ une famille libre et ¢ une famille génératrice de E.
On peut alors former une base de E en complétant £ par des vecteurs bien choisis

dans 4.

Corollaire : évident

| A\

Dans un ev de dimension finie,
@ une famille libre peut &tre complétée en une base

N

o d'une famille génératrice, on peut extraire une base
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Propriété : dimension d'un sev - admise

Soit E un ev de dimension finie et F un sev de E.

@ F est de dimension finie et dim(F)<dim(E)
e Sidim(F)=dim(E), alors F=E

\?
En dimension finie, pour montrer une égalité entre deux ev, on peut montrer
une inclusion et I'égalité des dimensions, plutét que la double inclusion.
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© Dimension

@ Rang d’une famille de vecteurs
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Définition (rang d’une famille de vecteurs)

Le rang de la famille (uy,...,un) est la dimension de Vect(uy, ..., un).

Si on dispose des coordonnées de uq,...,unp dans une base, la méthode du
pivot de Gauss permet de déterminer une base de Vect(uy,...,us) et donc

sa dimension.

Cette méthode repose sur les remarques suivantes :
@ permuter les vecteurs ne change pas le sev engendré
o multiplier un des vecteurs par un réel non nul ne change pas le sev
engendré

@ remplacer un des vecteurs par la somme de ce vecteur et d'une
combinaison linéaire des autres ne change pas le sev engendré

o une famille "échelonnée" de vecteurs est libre

Y

er
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/.4

Présentons cette méthode a I'aide d'un exemple :

dans R*, déterminer la dimension et une base de Vect(ul,u2,u?,,U4) avec :

up =(1,1,-1,-2)
up =(1,-1,-1,2)
uz =(2,2,4,-2)

ug =(1,-1,-4,1)

er
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On choisit un pivot sur la premiére ligne (valeur non nulle) :

Ci | & | G3| G || Suivi des variables
1| 1] 2] 1||G=n
1-1] 2|1 G=w
1| -1 4| -4 G=us
2 22| 1|l G

On fait apparaitre des zéros sur la premiére ligne & droite du pivot :

‘ C2<—C2—C1 ‘ C3<—C3—2C1 ‘ C4<—C4—C1 H Suivi des variables

1 0 0 01| GG=uwy

1 -2 0 -2 Co=up—uy
-1 0 6 -3 CG=u3-2u1
-2 4 2 3 C4 =Ug—Uuy

Y

i~
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Dimension finie
Dimension

Dimension Rang d'une famille de vecteurs

On choisit ensuite un pivot sur la deuxiéme ligne :

G | G | G| G || Suivi des variables
1] 0| 0] 0] C=u
1] -2 0] -2 G=up—-uy

-1 0 6 | -3 || G3=u3-2u;

-2 4 2 3| Ga=ug—wn

On fait apparaitre des zéros sur la deuxiéme ligne a droite du pivot :

| | | G—C4—Cy || Suivi des variables

1 0|0 0 Ci=u

1] -2 1|0 0| G=up—-uy
-1 0|6 -3 || GG=u3-2u1
—2 4 |2 -1 Cp=ug—up

i~
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Dimension finie
Dimension

Dimension Rang d'une famille de vecteurs

On choisit enfin un pivot sur la troisiéme ligne :

Ci | G | G| G || Suivi des variables
1] 0] 0 0 G=u1
1] -2 0 Co=up—-ug

-1 0| 6 | -3 || GG=u3-2un

-2 4 2| -1 || CGa=ug—uy

o

On fait apparaitre des zéros sur la troisiéme ligne a droite du pivot :

| | | G4 —2C4+C3 || Suivi des variables

1 0 0 01| GG=uy
1] -2 0 0| Go=up—uq
-1 0] 6 01| G3=u3-2uy
-2 4 2 0 C4 :2U4—2U2+U3—2U1

i~

52 /53



Dimension finie

Dimension
Dimension Rang d'une famille de vecteurs

Finalement, on a :

Cy | G | G3 | Cq || Suivi des variables

I
1 0 0 01| Gi=uy
1] -2 0 0| Go=up—uy
-1 0 6 01| G=u3-2uy
-2 4 2 0 C4=2LI4—2U2+U3—2U1

On pose v =uy, vo =up—uy, v3=u3z—2uy et vqg =2uy—2up +uz —2uy.
Les opérations réalisées sur les colonnes nous assure que :
Vect(uq,up, u3, us) = Vect(vq,vo,v3, v4)
De plus, v4 =0 doncon a:
Vect(uy,up, u3, uy) = Vect(vq, v, v3)

Autrement dit, la famille (vq,vp,v3) est génératrice de Vect(uy,un,u3,ug).

En outre, la famille (v1,vp,v3) est "échelonnée" donc libre (pourquoi?). '
Par conséquent, (v1,vp,v3) est une base de Vect(uy,up,u3,us) qui est alors de -
dimension 3. o
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