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Vous savez des choses !

Plaçons nous dans le plan euclidien, et considérons deux vecteurs ~u, ~v et un réel α.

Vous savez :

additionner deux vecteurs
(le résultat ~u+~v est encore un vecteur)

multiplier un vecteur par un réel
(le résultat α.~u est encore un vecteur)
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Vous savez aussi que l'addition est une opération :

associative : ~u+(~v + ~w)= (~u+~v)+ ~w avec ~w un troisième vecteur

commutative : ~u+~v =~v +~u
avec un élément neutre : ~u+~0=~u
pour laquelle tout vecteur admet un symétrique : ~u+(−~u)=~0

Vous savez en�n que la multiplication est une opération qui véri�e :

1.~u =~u
α.(~u+~v)=α.~u+α.~v (distributivité)

α.(β.~u)= (αβ).~u avec β un deuxième réel (pseudo-associativité 1)

(α+β).~u =α.~u+β.~u (pseudo-distributivité 2)

Vous savez en fait ce qu'est un espace vectoriel...

1. Pourquoi pseudo ?

2. Pourquoi pseudo ?
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Dé�nition (R-ev ou plus simplement ev)

Un ev est un ensemble E muni de deux opérations :

une addition (interne) notée + :E ×E →E

une multiplication (externe) notée . :E ×R→E

L'addition (interne) doit être une opération :

associative : ∀u,v ,w ∈E , u+(v +w)= (u+v)+w

commutative : ∀u,v ∈E , u+v = v +u

avec un élément neutre noté 0E ou 0 : ∀u ∈E , u+0= u

pour laquelle tout vecteur admet un symétrique : ∀u ∈E ,u+(−u)= 0

Et la multiplication (externe) doit véri�er :

∀u ∈E , 1.u = u

∀u,v ∈E , ∀α ∈R, α.(u+v)=α.u+α.v

∀u ∈E , ∀α,β ∈R, α.(β.u)= (αβ).u

∀u ∈E , ∀α,β ∈R, (α+β).u =α.u+β.u
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Un ev E n'admet qu'un seul élément neutre, appelé aussi vecteur nul, ce
qui légitime la notation 0E

Dans un ev, un vecteur u n'admet qu'un seul symétrique, appelé aussi
opposé, ce qui légitime la notation −u

Dorénavant, un vecteur désignera un élément d'un ev !
On ne mettra donc plus de �èches sur les vecteurs.

Ne pas confondre les vecteurs et les réels.
La lettre x pourra désigner, suivant le contexte, un vecteur si x = (x1,x2, . . . ,xn)
ou un réel si u = (x ,y ,z).

On notera la multiplication du vecteur u par le réel α, non plus α.u, mais
simplement αu.

Ne pas confondre les opérations sur les vecteurs et celles sur les réels
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Propriété : simpli�cation

Soit E un ev et u,v ,w des vecteurs de E .
Si u+v = u+w , alors v =w .

Démontrer cette propriété à l'aide de la dé�nition d'un ev.

Propriété : multiplication externe

Soit E un ev, u un vecteur de E et α un réel.

0u = 0E ou plus simplement (à condition de maîtriser) 0u = 0

α0E = 0E ou plus simplement α0= 0

(−1)u =−u

Démontrer cette propriété à l'aide de la dé�nition d'un ev et de la propriété de
simpli�cation.
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Propriété : ev des n-uplets de réels - admise

L'ensemble Rn = {
(x1,x2, . . . ,xn)|x1,x2, . . . ,xn ∈R}

muni des opérations dé�nies par :

(x1,x2, . . . ,xn)+(y1,y2, . . . ,yn)= (x1+y1,x2+y2, . . . ,xn +yn)

α(x1,x2, . . . ,xn)= (αx1,αx2, . . . ,αxn)

forme un ev dont le vecteur nul est le n-uplet (0, . . . ,0).

Propriété : ev des suites réelles - admise

L'ensemble RN = {
(un)n∈N |u0, · · · ∈R}

muni des opérations dé�nies par :

(un)n∈N+(vn)n∈N = (un +vn)n∈N
α(un)n∈N = (αun)n∈N

forme un ev dont le vecteur nul est la suite nulle.

Propriété : ev des fonctions réelles d'une variable réelle - admise

L'ensemble F(R,R) muni des opérations dé�nies par :

f +g : x 7→ f (x)+g(x)

αf : x 7→αf (x)

forme un ev dont le vecteur nul est la fonction nulle.
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Dé�nition (sev)

Soit E un ev et F une partie de E .
On dit que F est un sev de E si :

F 6= ;
F est stable par addition : ∀u,v ∈F , u+v ∈F
F est stable par multiplication : ∀u ∈F , ∀α ∈R, αu ∈F

Les deux derniers points sont équivalents à :

∀u,v ∈F , ∀α,β ∈R, αu+βv ∈F (stabilité par combinaison linéaire)

ou encore ∀u,v ∈F , ∀α ∈R, αu+v ∈F (critère pratique)

Si F est un sev de E , alors 0E ∈F (pourquoi ?).
Ainsi, pour savoir si F est un sev de E , on regarde d'abord si 0E ∈F .
Si non, ce n'est pas un sev de E ; si oui, on regarde la stabilité.

F muni des restrictions a de + et . est un ev.
Ainsi, pour montrer qu'un ensemble est un ev, il su�t de montrer que
c'est un sev d'un ev de référence.

a. Il s'agit de restreindre les ensembles de départ : +F :F ×F →E et .F :F ×R→E
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Voici alors trois nouveaux ev de référence :

16 / 53



Espace vectoriel (ev)
Base

Dimension

Introduction
Dé�nition et premières propriétés
Ev de référence
Sous espace vectoriel (sev)
Sev engendré par des vecteurs

Propriété : ev des applications réelles d'une variable réelle - évidente

L'ensemble des applications réelles d'une variable réelle,

A (R,R)= {
f ∈F(R,R)|Df =R}

est un sev de F(R,R) et donc un ev.
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Propriété : ev des polynômes - évidente

L'ensemble des polynômes (à coe�cents réels),

R[X ]= {
P ∈A (R,R)|P soit polynomiale

}
est un sev de A (R,R) et donc un ev.

L'application P est dite polynomiale si elle est de la forme

P : x 7→ a0+a1x +a2x
2+·· ·+anx

n

où a0, . . . ,an sont des réels avec an 6= 0.

On dira alors que P est un polynôme de degré n.

En notant X k le monôme de degré k c'est à dire X k : x 7→ xk , on a donc :

P = a0+a1X +a2X
2+·· ·+anX

n
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Propriété : ev des polynômes de degré inférieur ou égal à n - évidente

L'ensemble des polynômes (à coe�cents réels) de degré inférieur ou égal à n,

Rn[X ]= {
P ∈R[X ]|deg(P)≤ n

}
est un sev de R[X ] et donc un ev.
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Montrer que les ensembles suivants sont des sev :

Les triplets de R3 dont la première composante est nulle

Les suites réelles convergentes

Les applications réelles continues sur R

Les polynômes qui s'annulent en 1

Montrer que les ensembles suivants ne sont pas des sev :

Les couples de R2 dont la deuxième composante est la valeur absolue de la
première

Les suites réelles majorées

Les applications réelles positives a sur R

Les polynômes de degré 2

a. En Mathématiques, positif signi�e positif ou nul
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Dans R2, si F est un sev contenant (1,0), alors il contient aussi tous les vecteurs de la
forme α(1,0) avec α ∈R, autrement dit

{
α(1,0)|α ∈R}⊂F .

En fait,
{
α(1,0)|α ∈R}

est le plus petit 3 sev contenant (1,0).

On dira que c'est :

l'ensemble des vecteurs colinéaires à (1,0)

le sev engendré par (1,0), noté Vect
(
(1,0)

)
la droite vectorielle engendrée par (1,0)

De la même manière, on a ...

3. Au sens de l'inclusion

22 / 53



Espace vectoriel (ev)
Base

Dimension

Introduction
Dé�nition et premières propriétés
Ev de référence
Sous espace vectoriel (sev)
Sev engendré par des vecteurs

Dans R3, si F est un sev contenant (1,0,0) et (0,1,0), alors il contient aussi tous les
vecteurs de la forme α(1,0,0)+β(0,1,0) avec α,β ∈R, autrement dit{
α(1,0,0)+β(0,1,0)|α,β ∈R}⊂F .

En fait,
{
α(1,0,0)+β(0,1,0)|α,β ∈R}

est le plus petit sev contenant (1,0,0) et (0,1,0).

On dira que c'est :

l'ensemble des combinaisons linéaires de (1,0,0) et (0,1,0)

le sev engendré par (1,0,0) et (0,1,0), noté Vect
(
(1,0,0),(0,1,0)

)
le plan vectoriel engendré par (1,0,0) et (0,1,0)

Plus généralement, on a ...
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Dé�nition (combinaison linéaire de vecteurs)

Soit E un ev et u1, . . . ,un des vecteurs de E .
Une combinaison linéaire de u1, . . . ,un est un vecteur de la forme

α1u1+·· ·+αnun
où les αi sont les coe�cients (réels) de la combinaison linéaire.

Dé�nition (sev engendré par des vecteurs)

Soit E un ev et u1, . . . ,un des vecteurs de E .
On appelle sev engendré par u1, . . . ,un, noté Vect

(
u1, . . . ,un

)
, l'ensemble des

combinaisons linéaires de u1, . . . ,un :

Vect
(
u1, . . . ,un

)= {
α1u1+·· ·+αnun|α1, . . . ,αn ∈R}

C'est bien un sev de E , et même le plus petit contenant u1, . . . ,un

Pour montrer que Vect
(
u1, . . . ,un

)
est inclus dans un sev F de E , il

su�t alors de montrer que u1, . . . ,un ∈F
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Dé�nition (droite vectorielle, plan vectoriel)

Soit E un ev et u,v des vecteurs de E avec u 6= 0E .

Vect(u) est appelé droite vectorielle engendrée par u. C'est l'ensemble des
vecteurs dits colinéaires à u.

Si v n'est pas colinéaire à u c'est à dire v ∉Vect(u), alors Vect(u,v) est appelé
plan vectoriel engendré par u et v .

On considère D =
{
(x ,y) ∈R2|ax +by = 0

}
avec b 6= 0.

Montrer que D est la droite vectorielle engendrée par le vecteur (−b,a).

Dans R2
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On considère P =
{
(x ,y ,z) ∈R3|ax +by +cz = 0

}
avec c 6= 0.

Montrer que P est le plan vectoriel engendré par les vecteurs (−c ,0,a) et
(0,−c ,b).

Dans R3

On considère D l'ensemble des (x ,y ,z) ∈R3 véri�ant :{
ax +by +cz = 0
a′x +b′y +c ′z = 0

1 Si (a,b,c)= (1,1,2) et (a′,b′,c ′)= (1,2,1), montrer que D =Vect
(
(−3,1,1)

)
2 Si (a,b,c)= (1,1,1) et (a′,b′,c ′)= (1,2,2), montrer que D =Vect

(
(0,−1,1)

)

Dans R3
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Dans toute la suite, E désigne un ev et u1, . . . ,un des vecteurs de E .
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A-t-on toujours :

Vect
(
u1, . . . ,un

)⊂E ?

E ⊂Vect
(
u1, . . . ,un

)
?
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Dé�nition (famille génératrice d'un ev)

On dit que
(
u1, . . . ,un

)
est une famille génératrice de E si E =Vect

(
u1, . . . ,un

)
ce qui

équivaut à dire que tout vecteur de E s'écrit comme combinaison linéaire de u1, . . . ,un.

(
u1, . . . ,un

)
est évidemment une famille génératrice de Vect

(
u1, . . . ,un

)
Propriété : principe de réduction d'une famille génératrice

Si
(
u1, . . . ,un

)
est une famille génératrice de E et si un ∈Vect(u1, . . . ,un−1

)
, alors la

sous-famille
(
u1, . . . ,un−1

)
est génératrice de E .

Démontrer cette propriété.
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1 Montrer que la famille
(
(1,0),(0,1),(1,1)

)
est génératrice de R2.

2 L'écriture en combinaison linéaire de (1,0),(0,1),(1,1) est-elle unique ?

3 A l'aide du principe de réduction, montrer que la sous-famille
(
(1,0),(1,1)

)
est génératrice de R2.

4 L'écriture en combinaison linéaire de (1,0),(1,1) est-elle unique ?
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Dé�nition (vecteurs linéairement indépendants)

On dit que u1, . . . ,un sont linéairement indépendants si :

∀α1, . . . ,αn ∈R,
(
α1u1 · · ·+αnun = 0E

)⇒ (
α1 = ·· · =αn = 0

)
Dans le cas contraire a, les vecteurs sont dits linéairement dépendants.

a. Savez-vous l'exprimer ?

Cela signi�e que la seule combinaison linéaire nulle est la combinaison linéaire
triviale (tous les coe�cients nuls).

Montrer que les vecteurs (1,0),(0,1),(1,1) sont linéairement dépendants.

Montrer que les vecteurs (1,0),(1,1) sont linéairement indépendants.

Dans R2
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Dé�nition (famille libre)

On dit que
(
u1, . . . ,un

)
est une famille libre si les vecteurs u1, . . . ,un sont linéairement

indépendants.
Dans le cas contraire, la famille est dite liée.

Propriété : principe d'extension d'une famille libre

Si
(
u1, . . . ,un

)
est une famille libre et si u ∈E n'appartient pas à Vect

(
u1, . . . ,un

)
, alors

la sur-famille
(
u1, . . . ,un ,u

)
est libre.

Démontrer cette propriété.
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Propriété : unicité de l'écriture

Si
(
u1, . . . ,un

)
est une famille libre, alors tout vecteur de Vect

(
u1, . . . ,un

)
s'écrit de

manière unique comme combinaison linéaire de u1, . . . ,un.

Démontrer cette propriété.

Tout vecteur de E s'écrit-il de manière unique comme combinaison linéaire de
u1, . . . ,un ?
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Dé�nition (base)

On dit que
(
u1, . . . ,un

)
est une base de E si tout vecteur de E s'écrit de manière

unique comme combinaison linéaire de u1, . . . ,un :

∀u ∈E , ∃!α1, . . . ,αn ∈R, u =α1u1+·· ·+αnun
Dans ce cas, les coe�cients α1, . . . ,αn sont appelés les coordonnées du vecteur u dans
la base

(
u1, . . . ,un

)
.

Propriété : CNS pour être une base - évidente(
u1 , . . . ,un

)
est une base de E si et seulement si c'est une famille libre et génératrice de E .

Une base est dite canonique si elle est naturelle d'après la manière dont l'espace
vectoriel est présenté :(

(1,0, . . . ,0),(0,1,0, . . . ,0), . . . ,(0, . . . ,0,1)
)
est la base canonique de Rn(

1,X , . . . ,Xn)
est la base canonique de Rn[X ]
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Dé�nition (ev de dimension �nie)

Un ev est dit de dimension �nie s'il possède (au moins) une famille génératrice �nie.
Dans le cas contraire, il est dit de dimension in�nie.

Les ev suivants sont-ils de dimension �nie ou in�nie ?

Rn

RN

F(R,R)

R[X ]

Rn[X ]
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Propriété : existence d'une base en dimension �nie - admise

Un ev de dimension �nie possède (au moins) une base.

Propriété : famille libre et famille génératrice en dimension �nie - admise

Dans un ev de dimension �nie, une famille libre ne peut pas avoir plus de vecteurs
qu'une famille génératrice.

Corollaire

Dans un ev de dimension �nie, toutes les bases ont le même nombre de vecteurs.

Démontrer ce corollaire.
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Dé�nition (dimension d'un ev)

Soit E un ev de dimension �nie.
Le nombre de vecteurs dans une base de E est appelé dimension de E et noté dim(E).

Déterminer les dimensions suivantes.

dim(Rn)

dim(Rn[X ])
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Propriété : famille libre et famille génératrice en dimension connue

Dans un ev de dimension n,

une famille libre a au plus n vecteurs.
Si elle en a n, c'est une base.

une famille génératrice a au moins n vecteurs.
Si elle en a n, c'est une base.

Démontrer cette propriété.

En dimension �nie connue, pour montrer qu'une famille avec le bon nombre
de vecteurs est une base, on peut soit montrer qu'elle est libre, soit montrer
qu'elle est génératrice.
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Propriété : complétion - admise

Soit E un ev de dimension �nie, L une famille libre et G une famille génératrice de E .
On peut alors former une base de E en complétant L par des vecteurs bien choisis
dans G .

Corollaire : évident

Dans un ev de dimension �nie,

une famille libre peut être complétée en une base

d'une famille génératrice, on peut extraire une base
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Propriété : dimension d'un sev - admise

Soit E un ev de dimension �nie et F un sev de E .

F est de dimension �nie et dim(F )≤ dim(E)

Si dim(F )= dim(E), alors F =E

En dimension �nie, pour montrer une égalité entre deux ev, on peut montrer
une inclusion et l'égalité des dimensions, plutôt que la double inclusion.
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Dé�nition (rang d'une famille de vecteurs)

Le rang de la famille
(
u1, . . . ,un

)
est la dimension de Vect

(
u1, . . . ,un

)
.

Si on dispose des coordonnées de u1, . . . ,un dans une base, la méthode du

pivot de Gauss permet de déterminer une base de Vect
(
u1, . . . ,un

)
et donc

sa dimension.

Cette méthode repose sur les remarques suivantes :

permuter les vecteurs ne change pas le sev engendré

multiplier un des vecteurs par un réel non nul ne change pas le sev
engendré

remplacer un des vecteurs par la somme de ce vecteur et d'une
combinaison linéaire des autres ne change pas le sev engendré

une famille "échelonnée" de vecteurs est libre
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Présentons cette méthode à l'aide d'un exemple :

dans R4, déterminer la dimension et une base de Vect
(
u1,u2,u3,u4

)
avec :

u1 = (1,1,−1,−2)
u2 = (1,−1,−1,2)
u3 = (2,2,4,−2)
u4 = (1,−1,−4,1)
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On choisit un pivot sur la première ligne (valeur non nulle) :

C1 C2 C3 C4 Suivi des variables

1 1 2 1 C1 = u1
1 −1 2 −1 C2 = u2

−1 −1 4 −4 C3 = u3
−2 2 −2 1 C4 = u4

On fait apparaître des zéros sur la première ligne à droite du pivot :

C2 ←C2−C1 C3 ←C3−2C1 C4 ←C4−C1 Suivi des variables

1 0 0 0 C1 = u1
1 −2 0 −2 C2 = u2−u1

−1 0 6 −3 C3 = u3−2u1
−2 4 2 3 C4 = u4−u1
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On choisit ensuite un pivot sur la deuxième ligne :

C1 C2 C3 C4 Suivi des variables
1 0 0 0 C1 = u1
1 -2 0 −2 C2 = u2−u1

−1 0 6 −3 C3 = u3−2u1
−2 4 2 3 C4 = u4−u1

On fait apparaître des zéros sur la deuxième ligne à droite du pivot :

C4 ←C4−C2 Suivi des variables
1 0 0 0 C1 = u1
1 -2 0 0 C2 = u2−u1

−1 0 6 −3 C3 = u3−2u1
−2 4 2 −1 C4 = u4−u2
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On choisit en�n un pivot sur la troisième ligne :

C1 C2 C3 C4 Suivi des variables
1 0 0 0 C1 = u1
1 −2 0 0 C2 = u2−u1

−1 0 6 −3 C3 = u3−2u1
−2 4 2 −1 C4 = u4−u2

On fait apparaître des zéros sur la troisième ligne à droite du pivot :

C4 ← 2C4+C3 Suivi des variables
1 0 0 0 C1 = u1
1 −2 0 0 C2 = u2−u1

−1 0 6 0 C3 = u3−2u1
−2 4 2 0 C4 = 2u4−2u2+u3−2u1
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Finalement, on a :

C1 C2 C3 C4 Suivi des variables
1 0 0 0 C1 = u1
1 −2 0 0 C2 = u2−u1

−1 0 6 0 C3 = u3−2u1
−2 4 2 0 C4 = 2u4−2u2+u3−2u1

On pose v1 = u1, v2 = u2−u1, v3 = u3−2u1 et v4 = 2u4−2u2+u3−2u1.

Les opérations réalisées sur les colonnes nous assure que :

Vect
(
u1,u2,u3,u4

)=Vect
(
v1,v2,v3,v4

)
De plus, v4 = 0 donc on a :

Vect
(
u1,u2,u3,u4

)=Vect
(
v1,v2,v3

)
Autrement dit, la famille

(
v1,v2,v3

)
est génératrice de Vect

(
u1,u2,u3,u4

)
.

En outre, la famille
(
v1,v2,v3

)
est "échelonnée" donc libre (pourquoi ?).

Par conséquent,
(
v1,v2,v3

)
est une base de Vect

(
u1,u2,u3,u4

)
qui est alors de

dimension 3.
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