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On considère deux ev E et F munis respectivement des bases :

B = (e1, . . . ,en) et B′ = (f1, . . . , fp)
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Nous savons qu'un vecteur u ∈E est déterminé de manière unique par ses coordonnées
α1, . . . ,αn dans la base B :

u =α1e1+·· ·+αnen

Dé�nition (matrice d'un vecteur)

On appelle matrice du vecteur u dans la base B,notée M (u,B), la matrice "colonne"
formée des coordonnées de u dans B :

M (u,B)=


α1
...
αn



Cette matrice dépend évidemment de la base choisie

On notera simplement M (u) s'il s'agit de la base canonique ou s'il n'y a pas
d'ambiguïté concernant la base
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Nous savons également qu'une application linéaire f de E dans F est entièrement
déterminée par les images f (e1), . . . , f (en).

De plus, les vecteurs f (ei ) ∈F sont déterminés de manière unique par leurs
coordonnées α1i , . . . ,αpi dans la base B′.

Dé�nition (matrice d'une application linéaire)

On appelle matrice de l'application linéaire f dans les bases B,B′, notée M (f ,B,B′),
la matrice formée, en colonnes, des coordonnées de f (e1), . . . , f (en) dans B′ :

M (f ,B,B′)=


α11 . . . α1n
α21 . . . α2n
...

...
...

αp1 . . . αpn

= (
αij

)
1≤i≤p,1≤j≤n

Cette matrice dépend évidemment des bases choisies

On notera simplement M (f ) s'il s'agit des bases canoniques ou s'il n'y a pas
d'ambiguïté concernant les bases 8 / 51
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Soit f l'application linéaire dé�nie par :

f : R4 −→ R3

(x ,y ,z ,t) 7−→ (x −y +z ,2x +2y +6z +4t,−x −2z − t)

Sa matrice est M (f )= . . .

Soit ϕ la forme linéaire de R3 dé�nie par :

ϕ : R3 −→ R

(x ,y ,z) 7−→ x +2y −z

Sa matrice "ligne" est M (ϕ)= . . .

Soit p la projection orthogonale sur Vect
(
(1,0)

)
dé�nie par :

p : R2 −→ R2

(x ,y) 7−→ (x ,0)

Sa matrice est M (p)= . . .
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Soit s la symétrie orthogonale par rapport à Vect
(
(1,0)

)
dé�nie par :

s : R2 −→ R2

(x ,y) 7−→ (x ,−y)

Sa matrice est M (s)= . . .

Soit h l'homothétie dé�nie par :

h : R2 −→ R2

(x ,y) 7−→ λ(x ,y) avec λ ∈R

Sa matrice est M (h)= . . .

Si λ= 1, l'homothétie est en fait l'application identité, et sa matrice

(
1 0
0 1

)
est appelée matrice identité d'ordre 2.
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On sait additionner deux applications linéaires f ,g de E dans F :

f +g : x 7→ f (x)+g(x)

On aimerait additionner leurs matrices de sorte que :

M (f )+M (g)=M (f +g)

Les bases choisies doivent être les mêmes pour f et g

En fait, il su�t d'additionner les matrices terme à terme...
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Dé�nition (addition de matrices)

L'addition de deux matrices de même taille a p×n est dé�nie par :
a11 . . . a1n
a21 . . . a2n
...

...
...

ap1 . . . apn

+


b11 . . . b1n
b21 . . . b2n
...

...
...

bp1 . . . bpn

=


a11+b11 . . . a1n +b1n
a21+b21 . . . a2n +b2n

...
...

...
ap1+bp1 . . . apn +bpn


a. Elles doivent avoir le même nombre de lignes p et le même nombre de colonnes n
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On sait aussi multiplier par λ ∈R une application linéaire f de E dans F :

λf : x 7→λf (x)

On aimerait aussi multiplier par λ ∈R sa matrice de sorte que :

λM (f )=M (λf )

En fait, il su�t de multiplier par λ chaque coe�cient de la matrice...
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Dé�nition (multiplication par un réel)

La multiplication par λ ∈R d'une matrice de taille p×n est dé�nie par :

λ


a11 . . . a1n
a21 . . . a2n
...

...
...

ap1 . . . apn

=


λa11 . . . λa1n
λa21 . . . λa2n
...

...
...

λap1 . . . λapn
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Soit p la projection orthogonale sur Vect
(
(1,0)

)
dé�nie par :

p : R2 −→ R2

(x ,y) 7−→ (x ,0)

1 Déterminer la matrice de 2p− id où id désigne l'application identité.

2 En déduire que 2p− id = s où s désigne la symétrie orthogonale par rapport
à Vect

(
(1,0)

)
3 Illustrer ce résultat à l'aide d'un dessin.
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Propriété : admise

L'ensemble des matrices de taille p×n, noté Mp,n(R), est un ev.

Les matrices Eij (1≤ i ≤ p,1≤ j ≤ n), où tous les coe�cients sont nuls sauf eij qui
vaut 1, forment la base canonique de l'ev Mp,n(R) qui est donc de dimension pn.

L (Rn ,Rp) est isomorphe à Mp,n(R) via l'isomorphisme dé�ni par :

φ : L (Rn ,Rp) −→ Mp,n(R)
f 7−→ M (f )

L'ensemble des matrices "carrées" de taille n×n est noté simplement
Mn(R). De telles matrices sont dites d'ordre n.

La base canonique de M2,2(R) est (E11,E12,E21,E22) avec :

E11 =
(
1 0
0 0

)
,E12 =

(
0 1
0 0

)
,E21 =

(
0 0
1 0

)
et E22 =

(
0 0
0 1

)
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φ est une application linéaire par dé�nition des opérations sur les matrices !

φ est bijective car, étant donnée une matrice A= (
aij

) ∈Mp,n(R), il existe
une unique application linéaire f de Rn dans Rp dont la matrice (dans les
bases canoniques) est A. Plus précisément, cette unique application
linéaire associée à A, est dé�nie par :

f
(
(1,0, . . . ,0)

)= (a11, . . . ,ap1), . . . , f
(
(0, . . . ,0,1)

)= (a1n , . . . ,apn)

B Un vecteur de Rp se note toujours en ligne, c'est sa matrice qui
est en colonne (évitons les abus).

En fait, cet isomorphisme "naturel" permet de transformer un problème
d'algèbre linéaire (de dimension �nie) en un problème matriciel dont la
résolution est plus pratique a !

a. On peut par exemple utiliser la structure de tableaux dans les implémentations
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On considère la matrice A=
(
0 −1
1 0

)
.

1 Déterminer l'application linéaire associée f .

2 De quelle transformation du plan s'agit-il (faire un dessin) ?

3 Déterminer la matrice de la rotation d'angle θ (faire un dessin).
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Se posent alors les questions suivantes :

Comment déterminer matriciellement l'image d'un vecteur par une appl. linéaire ?

Comment déterminer la matrice de la composée de deux applications linéaires ?
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Pour déterminer l'image d'un vecteur
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Soit ϕ la forme linéaire de Rn dé�nie par :

ϕ : Rn −→ R

x = (x1, . . . ,xn) 7−→ a1x1+·· ·+anxn avec a1, . . . ,an ∈R

Sa matrice "ligne" est M (ϕ)= (
a1 . . . an

)
.

Comment déterminer ϕ(x)= a1x1+·· ·+anxn à partir des matrices

M (ϕ)= (
a1 . . . an

)
et M (x)=


x1
...
xn

 ?
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Pour déterminer l'image d'un vecteur
Pour déterminer la matrice d'une composée

Soit ϕ la forme linéaire de R3 associée à la matrice "ligne"
(
1 2 −1 )

.

Déterminer matriciellement ϕ(u) avec u = (1,2,3).
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Pour déterminer l'image d'un vecteur
Pour déterminer la matrice d'une composée

Soit maintenant f ∈L (Rn ,Rp) et x = (x1, . . . ,xn) ∈Rn.

La matrice de f ayant p lignes, en répétant ce qui précède pour chaque ligne, on
obtient en fait la matrice "colonne" de f (x) :
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Pour déterminer l'image d'un vecteur
Pour déterminer la matrice d'une composée

Soit f l'application linéaire associée à la matrice

 1 −1 1 0
2 2 6 4
−1 0 −2 −1

.
Déterminer matriciellement f (u) avec u = (1,2,−1,−2).
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Pour déterminer l'image d'un vecteur
Pour déterminer la matrice d'une composée

En fait, on vient de dé�nir le produit AX avec :

A ∈Mp,n(R) et X ∈Mn,1(R)

De plus, si A est la matrice de l'application linéaire f et X celle du vecteur x , alors
AX sera celle du vecteur f (x) :

M (f )M (x)=M
(
f (x)

)
Vous noterez que la matrice Y =AX est bien dans Mp,1(R)
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Pour déterminer l'image d'un vecteur
Pour déterminer la matrice d'une composée

On sait composer deux applications linéaires f :E →F et g :D →E :

fog : x 7→ f
(
g(x)

)
On aimerait multiplier leurs matrices de sorte que :

M (f )M (g)=M (fog)

Les bases à l'arrivée de g et au départ de f doivent être les mêmes

En fait, il su�t de généraliser ce qui précède...

33 / 51



Matrices en algèbre linéaire
Espace vectoriel des matrices

Multiplication matricielle
Inversion de matrices

Pour déterminer l'image d'un vecteur
Pour déterminer la matrice d'une composée

34 / 51



Matrices en algèbre linéaire
Espace vectoriel des matrices

Multiplication matricielle
Inversion de matrices

Pour déterminer l'image d'un vecteur
Pour déterminer la matrice d'une composée

La multiplication matricielle ne se fait pas terme à terme a

Elle n'est pas commutative :(
1 0
0 0

)(
0 −1
1 0

)
=

(
0 −1
0 0

)
mais

(
0 −1
1 0

)(
1 0
0 0

)
=

(
0 0
1 0

)
Comment peut-on interpréter ce résultat géométriquement ?

a. Ce produit existe, il est appelé produit d'Hadamard et est utilisé, par exemple, pour les �ltres en
traitement d'images ou pour caractériser l'anti-symétrie d'une relation dans un ensemble à partir de la
matrice d'adjacence
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Soit f une application linéaire de Rn dans Rp .

Si f est bijective, alors n= p et sa bijection réciproque f −1 est un end. de Rn véri�ant :

fof −1 = idRn et f −1of = idRn

En "passant aux matrices", il vient :

M (f )M (f −1)= In et M (f −1)M (f )= In

On dira que M (f ) est inversible d'inverse M (f −1) :

(
M (f )

)−1 =M (f −1)

Dans R, 2 est inversible d'inverse 1
2 car 2× 1

2 = 1 et (par commutativité) 1
2×2= 1.

On note aussi 2−1 = 1
2 .
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Dé�nition (matrice inversible et matrice inverse)

On dit que A ∈Mn(R) est inversible s'il existe B ∈Mn(R) telle que :

AB = In et BA= In

Dans ce cas, B est unique, appelée matrice inverse de A et notée A−1.

Une matrice qui n'est pas carrée ne peut pas être inversible

Contrairement à un réel non nul qui est toujours inversible, une matrice carrée
non nulle ne l'est pas toujours.
En fait, l'inversibilité d'une matrice traduit la bijectivité de l'application
linéaire associée.

39 / 51



Matrices en algèbre linéaire
Espace vectoriel des matrices

Multiplication matricielle
Inversion de matrices

Matrice inversible
Détermination pratique de l'inverse

1 On considère A=
(
1 0
0 −1

)
.

1 Calculer A2

2 En déduire que A est inversible et déterminer A−1.
3 Interpréter ce résultat géométriquement.

2 Montrer géométriquement que B =
(
1 0
0 0

)
n'est pas inversible.

Peut-on voir ce dernier résultat à partir de la matrice uniquement ?
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Dé�nition (déterminant d'une matrice carrée d'ordre 2)

Soit A=
(

a b
c d

)
∈M2(R).

Le déterminant de A, noté det(A) ou |A|, est le réel dé�ni par :

|A| =
∣∣∣∣ a b
c d

∣∣∣∣= ad −cb

Dé�nition (déterminant d'une matrice carrée d'ordre 3)

Soit A=
 a b c

d e f
g h i

 ∈M3(R).

Le déterminant de A est le réel dé�ni par :

|A| =
∣∣∣∣∣∣
a b c
d e f
g h i

∣∣∣∣∣∣=+a
∣∣∣∣ e f
h i

∣∣∣∣−b ∣∣∣∣ d f
g i

∣∣∣∣+c ∣∣∣∣ d e
g h

∣∣∣∣
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On a "développé suivant la première ligne" :

En réalité, on peut développer suivant n'importe quelle ligne ou colonne.
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Les signes des coe�cients devant les déterminants d'ordre 2 changent : + − +
− + −
+ − +



Développement suivant la 2-ième ligne :

|A| =
∣∣∣∣∣∣
a b c
d e f
g h i

∣∣∣∣∣∣=−d
∣∣∣∣ b c
h i

∣∣∣∣+e ∣∣∣∣ a c
g i

∣∣∣∣−f ∣∣∣∣ a b
g h

∣∣∣∣
Développement suivant la 3-ième colonne :

|A| =
∣∣∣∣∣∣
a b c
d e f
g h i

∣∣∣∣∣∣=+c
∣∣∣∣ d e
g h

∣∣∣∣−f ∣∣∣∣ a b
g h

∣∣∣∣+i ∣∣∣∣ a b
d e

∣∣∣∣
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On choisit la ligne ou la colonne contenant le maximum de 0

On ne change pas le déterminant en remplaçant une ligne (resp. colonne)
par la somme de cette ligne (resp. colonne) et d'une combinaison linéaire
des autres. On peut ainsi faire apparaître des zéros, et faciliter le
"développement"

On peut, en généralisant, calculer des déterminants d'ordre supérieur

Lorsqu'on multiplie une ligne (resp. colonne) par un réel, le déterminant l'est
également
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Propriété : CNS d'inversibilité - admise

Une matrice est inversible si et seulement si son déterminant est non nul.

Etudier l'inversibilité des matrices suivantes :

1 A=
(
1 0
0 −1

)
2 B =

(
1 0
0 0

)

3 C =
 1 0 1

2 2 3
−1 2 1



Comment peut-on déterminer (lorsqu'elle existe) la matrice inverse ?
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Soit A ∈Mn(R) une matrice inversible.

Déterminer l'inverse de A revient à résoudre l'équation (matricielle) :

AX =B

d'inconnue X ∈Mn,1(R) et de second membre B ∈Mn,1(R).

En e�et, en multipliant (à gauche) les deux membres par A−1, il vient :

A−1AX =A−1B

ce qui fournit :
InX =A−1B

ou encore :
X =A−1B

Si A = M (f ), déterminer A−1 = M (f −1) revient à déterminer f −1 c'est à dire,
pour tout b ∈Rn, l'unique x ∈Rn tel que f (x)= b.
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Déterminons l'inverse de A=
 1 0 1

2 2 3
−1 2 1

 en résolvant l'équation :

AX =B

d'inconnue X =
 x

y
z

 et de second membre B =
 a

b
c


c'est à dire l'équation :

 x +z
2x +2y +3z
−x +2y +z

=
 a

b
c


ou encore le système linéaire :

x +z = a
2x +2y +3z = b
−x +2y +z = c
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Pour cela, appliquons la méthode du pivot de Gauss :
On cherche d'abord un système équivalent "échelonné" :


x +z = a
2x +2y +3z = b
−x +2y +z = c

⇔


x +z = a

2y +z = −2a+b L2 ←L2−2L1
2y +2z = a+c L3 ←L3+L1

⇔


x +z = a
2y +z = −2a +b

z = 3a −b +c L3 ←L3−L2
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Ensuite, on résout le système "échelonné" en "remontant" :
x +z = a

2y +z = −2a +b
z = 3a −b +c

⇔


x +z = a

y = − 5
2 a +b − 1

2 c
z = 3a −b +c

⇔


x = −2a +b −c
y = − 5

2 a +b − 1
2 c

z = 3a −b +c

⇔
 x

y
z

=
 −2 1 −1

− 5
2 1 − 1

2
3 −1 1

 a
b
c



D'où A−1 =
 −2 1 −1

− 5
2 1 − 1

2
3 −1 1



Les termes du second membre doivent être bien rangés 50 / 51
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On peut présenter la démarche précédente de manière plus "simple" : 1 0 1 1 0 0
2 2 3 0 1 0

−1 2 1 0 0 1


 1 0 1 1 0 0

0 2 1 −2 1 0

0 2 2 1 0 1

 L2 ←L2−2L1
L3 ←L3+L1 1 0 1 1 0 0

0 2 1 −2 1 0

0 0 1 3 −1 1


L3 ←L3−L2 1 0 0 −2 1 −1

0 2 0 −5 2 −1
0 0 1 3 −1 1

 L1 ←L1−L3
L2 ←L2−L3

 1 0 0 −2 1 −1
0 1 0 − 5

2 1 − 1
2

0 0 1 3 −1 1

 L2 ← 1
2L2
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