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Avant-propos

Ce document est spécifiquement rédigé pour des séances de Cours/TD.

N ! 7
Il présente les éléments de cours habituels (définitions et propriétés) enrichis de remarques, indiquées par @ , donnant un certain
éclairage pour mieux les comprendre, les retenir et les utiliser.

Ce cours est aussi ponctué d’exercices, indiqués par ﬁ , qui seront traités en classe ou a la maison pour bien assimiler les
différentes notions présentées. Grace a ces exercices, vous allez fabriquer les exemples du cours ainsi que certaines preuves. C’est
effectivement en étant acteur dans ses apprentissages que 1'on profite au mieux des enseignements!

Vous trouverez également des méthodes mises en ceuvre, indiquées par f , qui correspondent a des savoirs-faire incontournables.
Ce document sera complété par des feuilles de TD ou TP pour s’entrainer d’avantage.

Bonne lecture, et bon travail...
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Du calcul numérique au calcul vectoriel
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I. Du calcul numérique au calcul algébrique

1. Le calcul numérique

Le calcul numérique consiste a déterminer la valeur d’une expression formée de nombres, d’opérations [!! et de parenthéses 1.

1
e 2x——1=0
2
¢ (-D*-(-1)-2=0

On peut étendre ce calcul a 'analyse numérique qui étudie les suites et les fonctions numériques .

)
Uy + —
Un

PP 1
o (un)neN définiepar: up=5etVneN, u,4 = 3

1 3
¢ f: R— Rdéfinie par: VxeR, f(x):E(x+—)
X

On peut enfin évoquer les méthodes numériques ¥, au carrefour des Mathématiques et de I'Informatique, qui traitent les
algorithmes permettant d’approcher des solutions de problémes que I'on ne sait pas résoudre « de maniére exacte ».

* Solution positive de 'équation x?> —3 = 0 c’est a dire valeur de v/3
* Aire du disque de rayon 1 autrement dit valeur de =

Le module sciPy (souvent disponible par défaut) permet de faire du calcul numérique avec Python.

A Spyder

def approxRacineDe3 (eps) :
a=>5
b=05=% (a+ 3/ a)
while (a - b) > eps :

a=>b
b=05=%*(b+3/Db)
print ( , €eps, , b)

approxRacineDe3 (0.001)
# Une valeur approchée de racine carrée de 3 a 0.001 prés est 1.7320508078819778

[1]. addition, soustraction, multiplication et division
[2]. indiquant les priorités de calcul

[3]. réelles voire complexes

[4]. Cf. Ressource R2.09



2. Le calcul algébrique élémentaire

Le calcul algébrique élémentaire permet de généraliser le calcul numérique en incluant dans les expressions des lettres qui peuvent
représenter des inconnues, mais aussi des parametres.
Typiquement, I'algebre élémentaire s’intéresse a la résolution d’équations polynomiales.

e 2x—-1=0

e ax+b=0

o x2—x-2=0

e ax’+bx+c=0

e X"+ a1 X" M+ v wmxt+ax+ag=0
e ax+by=0

Le module symPy permet de faire du calcul algébrique avec Python.

e Jupyter Notebook

File Edit View Insert Cell Kemel Widgets Help
B |+ & B ¥| M B C|cCoe v E

In [2]: from sympy import *
init_session()

IPython console for SymPy 1.8 (Python 3.6.1-84-bit) (ground types: python)

These commands were executed:

»>»» from _ future  import division

»»» from sympy import *

2> M, ¥, Z, t = symbols('xy z t')

»»> kK, m, n = symbols('k m n', integer=True)
»»>» ¥, g, h = symbols{'f g h', cls=Function)
»>»» init_printing()

Documentation can be found at http://docs.sympy.org/l.e/

In [3]: solve(Eq{2*x-1,8),x)

Out[3]: 1
2

In [4]: a, b = Symbol("a"), Symbol{'b")
solve(Eq(a*x+b,8),x)

Out[4]: b
a

In [5]: solve(Eq{x**2-x-2,8),x)
Out[5]: [-1, 2]

In [6]: a, b, c = symbol('a"), Symbol(’'b"), Symbol{'c")
solve (Eq{a*x**2+b*x+c,8),x)

out[s6]: [L(_‘Hm)_ _%(b+m)]

2a 2a

In [7]: a, b = Symbol("a"), Symbol{'b")
linsolve([Eq(a*x+b*y,8)], (x,V)

o {(2)

3. Lecalcul algébrique général

Lalgebre générale va encore plus loin dans la généralisation, en s'intéressant aux structures algébriques et a leurs relations.

* Groupes: (Z,+), (R*, ), (%,0)

* Anneaux: (Z,+,x), (R,+, x), (RIX],+, x), (Z/nZ,+, %)
Corps: (Q,+,x), (R, +,x), (C,+, x), (R(X),+, x), (Z/pZ,+, )
» Espaces vectoriels : cf. ci-dessous



II. Le calcul vectoriel

1. Dansle plan R?

Un couple (x, y) peut étre vu comme le point M de coordonnées x et y, mais aussi comme le vecteur OM de composantes x et y.

4

Représenter le point puis le vecteur correspondant au couple (3,2).

‘31

| Dans ce cours, nous nous intéressons uniquement aux vecteurs.

Soit (x,y), (x',y') deux vecteurs de R et a un réel.

L'addition (interne) et la multiplication (externe) par un réel sont définies terme a terme :
(6, y)+ (2, y)=(x+x,y+y) et ax(xy)=a(xy)=(axay)
En considérant un deuxieme réel B, on peut calculer I’expression suivante :
alx,y)+p(x"y') = (ax+px',ay+ By

11 s’agit de la combinaison linéaire des vecteurs (x, y) et (x',y'), de coefficients a et f.

4

Soit 7 = (2,1) et ¥ = (1,2) deux vecteurs de R?.
Représenter les vecteurs suivants :

1. etV
2. wi =+ U (on pourra « translater » U pour représenter graphiquement I'addition)
3. wp=2uU
4. w3=2U-37
‘ r
4
0 4 x

Lensemble des vecteurs colinéaires a (x, y) est défini par:

Vect((x, y)) = {a(x, y)lae IR}

Lensemble des combinaisons linéaires des vecteurs (x, y) et (x', ) est défini par :
Vect((x,y), (x',y’)) = {a(x, y)+B(x,¥) 1 a pe IR}

9



4

En reprenant les notations de I'exercice précédent, représenter les ensembles ¢ suivants :

1. E= Vect(ﬂ)
2. F= Vect(?[,wz))

3. G= Vect(TZ, 7;)

a. Ce sont des ensembles de vecteurs mais ils seront représentés comme des ensembles de points!

On dit que :
* la droite E est engendrée par 1
* le plan G est engendré par u et v

[N

Deux vecteurs n’engendrent pas toujours un plan.
En effet, les vecteurs u et w; engendrent une droite car ils sont colinéaires.

Chaque vecteur (x, y) de R? s’écrit de manieére unique comme combinaison linéaire des vecteurs (1,0) et (0,1) :
(x,y)=x(1,0)+ y(0,1)

On dit que :
« les vecteurs (1,0) et (0,1) forment une base de R?
* x et y sont les coordonnées de (x, y) dans la base 1°/ ((1, 0), (0, 1))

¢ R? est de dimension 2

4

1. A quelle condition deux vecteurs forment-ils une base de R??

2. Déterminer ¢ les coordonnées de (5,3) dans les bases suivantes :

@ (1,0,0,1)
®) (1,0,0,1)
© (10,0,2)

a. enrésolvant un systeme de deux équations a deux inconnues « et 8

¢ Le premier systeme (diagonal) est immédiat

Le deuxiéme systéme (triangulaire) est facile a résoudre par substitution en partant de I’équation (2)

¢ Le troisieme est plus délicat, mais on peut se ramener a un systéme triangulaire équivalent en remplacant I’équation
(2) par I'équation combinée (1)-(2). La méthode du Pivot de Gauss, présentée plus loin, généralise cette démarche

¢ Les coordonnées d’'un vecteur dépendent de la base utilisée!

[5]. appelée la base canonique de R?

10



2. Dans Pespace R3

Ici encore, un triplet (x, y, z) peut étre vu comme un point ou un vecteur.
Dans ce cours, nous nous intéressons uniquement aux vecteurs.

Soit (x,y,2), (x',y',2') deux vecteurs de R® et a un réel.
L'addition (interne) et la multiplication (externe) par un réel sont définies terme a terme :
(x,y,2)+(x,y,2)=(x+x,y+y,z2+2) et ax(xyz)=a(x,yz)=(ax,ayaz)
Lensemble des vecteurs colinéaires a (x, y, z) est défini par :
Vect((x, A z)) = {a(x, y.z)lae IR}
Lensemble des combinaisons linéaires des vecteurs (x, y, z) et (x', ), z') est défini par :
Vect((x, ¥,2), (x’,y',z’)) = {a(x, »2)+p(x,y,Z)1ape [R}

Lensemble des combinaisons linéaires des vecteurs (x, y, z), (x',)/,2') et (x", ", z") est défini par :

Vect((x, y,2),(x,¥,2), (x",y",z”)) = {a(x,y, z2)+B(x,y, ) +y(x",y"2") | a, B,y € [R}

4

Soit 7 = (1,0,0), v = (0,1,0) et w = (0,0, 1) trois vecteurs de R3.
Représenter les ensembles ¢ suivants :

1. E= Vect(?[)

2. F= Vect(T[,Tf)

-~
E3
J,“

/0

a. Ce sont des ensembles de vecteurs mais ils seront représentés comme des ensembles de points!

On dit que :
* la droite E est engendrée par 1
* le plan F est engendré par u et v

—_ | —

* I'espace I est engendré par 1, v et w

[N

Trois vecteurs n’engendrent pas toujours un espace.
En effet, les vecteurs i, v et u + v engendrent un plan car ils sont coplanaires.

11



Chaque vecteur (x, y, z) de R3 s’écrit de maniere unique comme combinaison linéaire des vecteurs (1,0,0), (0,1,0) et (0,0,1) :
(x,y,2)=x(1,0,0) + y(0,1,0) + z(0,0,1)

On dit que :
« les vecteurs (1,0,0), (0,1,0) et (0,0, 1) forment une base de R3
¢ x, y et zsont les coordonnées de (x, y, z) dans la base [6] ((1,0, 0),(0,1,0), (0,0, 1))
o R3 est de dimension 3

4

1. A quelle condition trois vecteurs forment-ils une base de R3?2
2. Déterminer ¢ les coordonnées de (2,8, 3) dans les bases suivantes :

@ ((1,0,0),0,1,0),00,0,1))
) ((1,0,0),1,1,0,01,1,1))

© ((1,2,-,(-1,2,-1),1,6,-2)

a. enrésolvant un systeme de trois équations a trois inconnues a, ff et y

1

¢ Le deuxieme systéeme (triangulaire) est facile a résoudre par substitution en partant de 'équation (3)

¢ Le troisiéme est plus délicat, mais on peut se ramener a un systeme triangulaire équivalent selon la méthode du Pivot

‘ ¢ Le premier systeme (diagonal) est immédiat
de Gauss présentée ci-dessous.

Méthode du Pivot de Gauss
On choisit un pivot sur la premiére ligne (terme non nul) :

a —,3 +y = 2 Ly
20 +2B +6y = 8 Ly
-a -p -2y =3 Ls

On supprime les termes en dessous du pivot a 'aide de L; uniquement :

a - +y = 2

4ﬁ +4}/ = 4 Ly —Ly,—21,
—Zﬁ -y = 5 L3 — L3 + L1
On choisit ensuite un pivot sur la deuxieme ligne :
a -p +y = 2 Ly
4 +4y = 4 L
—2,5 -y = 5 L3

On supprime les termes en dessous du pivot a 'aide de L, uniquement :

a - +y = 2
4 +4y =
2y = 14 Ly —2L3+ Ly

Le dernier systéme est bien triangulaire, il ne reste plus qu’a le résoudre par substitution "en remontant" :
Y= 7

° ’6 =—6

e ag=-11

Finalement, les coordonnées recherchées sont -11, -6 et 7 autrement dit (2,8,3) = -11(1,2,-1) - 6(-1,2,-1) + 7(1,6,—2)

[6]. appelée la base canonique de R3

12



3. Dans I'espace (vectoriel) R"

,—[Déﬁnition (addition (interne) et multiplication (externe)).]

Soit (x1,...,xp), (x},...,x),) deux vecteurs de R" et @ un réel.
L'addition (interne) et la multiplication (externe) par un réel sont définies terme a terme :

/

(1,0 Xp) + (X7, X)) = (X1 4 X, X + X)) €t ax (x1,...,%,) = a(x1,...,%n) = (ax1,..., €Xp)

\

,—[Déﬁnition (combinaison linéaire de Vecteurs).]

Soit uy,..., u, des vecteurs de R”.
Une combinaison linéaire de uq, ..., u; est un vecteur de la forme :

a U+ +ayuy
ol les a; sont les coefficients (réels) de la combinaison linéaire.

\

,—(Déﬁnition (sev engendré par des Vecteurs).}

Soit uy, ..., u;, des vecteurs de R”.
Lensemble des combinaisons linéaires de uy, ..., u, est défini par :

Vect(ul,...,un)z{alul+---+anun | al,...,aneR}

On I'appelle le sous-espace vectoriel engendré par uy, ..., U.

&5 Sous espace vectoriel

Cette partie F = Vect(ul, e un) de R” vérifie les conditions suivantes :
s F#£¢
¢ F eststable par addition (interne) : Vu,ve F, u+ veF
¢ F est stable par multiplication (externe) : Vue F, Va eR, aue F

Une telle partie est un sous-espace vectoriel (sev) de R”.
En fait, Vect(ul, e un) est le plus petit sev de R” contenant uy, ..., U,.

,—[Déﬁnition (droite vectorielle, plan Vectoriel).]

Soit u, v des vecteurs de R" avec u # (0,...,0).
* Vect(u) estla droite vectorielle engendrée par u. C’est 'ensemble des vecteurs dits colinéaires a u.
* Si v n’est pas colinéaire a u c’est a dire v ¢ Vect(u), alors Vect(u, v) estle plan vectoriel engendré par u et v.

\.

,—[Déﬁnition (base canonique de IRZ”).]

Notons e; = (1,0,...,0), e2 = (0,1,0,...,0), ..., e, =(0,...,0,1).
Chaque vecteur (xy,...,x,) de R” s’écrit de maniére unique comme combinaison linéaire de e}, ez,..., e, :

(X1,...,Xp) = X161+ X260+ -+ Xp€p

On dit que :
e les vecteurs ey, ey, ..., e, forment une base de R”
* X1,...,X, sont les coordonnées de (x, ..., x;) dans la base canonique ¢ (el, e en)
¢ R" est de dimension n

a. Labase est dite canonique car elle est « naturelle » : les coordonnées dans cette base sont rien d’autres que les composantes!

13



Q@Vecteurs linéairement indépendants
n vecteurs uy, ..., U, forment une base de R” si et seulement s'ils sont linéairement indépendants :

Yay,...,an€R, (@1ur -+ anty, =0g) = (a1 =+ =a, =0)

On notera que :
¢ deux vecteurs u;, up sont linéairement indépendants si et seulement s’ils sont non colinéaires
e trois vecteurs uj, Uy, Uz sont linéairement indépendants si et seulement s'ils sont non coplanaires ¢

On verra plus loin que :
* nvecteurs uy,..., Up sont linéairement indépendants si et seulement si det (ul, . un) #0

Cette derniére caractérisation est a privilégier en dimension finie, mais elle n’est plus disponible en dimension infinie...

On remarquera enfin qu'une base de R” compte toujours n vecteurs (linéairement indépendants), ce nombre commun a
toutes les bases correspond précisément a la définition de la dimension.

a. Attention, trois vecteurs peuvent étre non colinéaires deux a deux, mais coplanaires!

g Dans Pespace-temps R*
Déterminer ¢ les coordonnées de (2,4, 1,3) dans les bases suivantes :

1. ((1,0,0,0),(0,1,0,0),0,0,1,0),(0,0,0,1))
2. ((1,0,0,0),(1,1,0,0,1,1,1,0),(1,1,1, 1)

3. (1,0,1,2),00,1,0,3),0,0,1,1),(1,0,1, 1)

a. enrésolvant, par la méthode du pivot de Gauss, un systeme de quatre équations a quatre inconnues «, 8, y et &

| Onverra plus loin comment obtenir matriciellement les coordonnées dans une base a partir de celles dans la base canonique.

En fait, R” muni de I’addition (interne) et de la multiplication (externe) est un espace vectoriel (ev)...

4. Lespace vectoriel : une structure algébrique adaptée a la géométrie

,—(Déﬁnition (R-ev ou plus simplement ev).] N\

Un ev est un ensemble E muni de deux opérations :
 une addition (interne) notée +: Ex E — E
e une multiplication (externe) notée .: E xR — E

L'addition (interne) doit étre une opération :
e associative: Vu,v,weE, u+ v+ w)=(u+v)+w
e commutative:Vu,veEE, u+v=v+u
e avec un élément neutre noté O ou0:VueE, u+0=1u
e pour laquelle tout vecteur admet un symétrique : Vue E,u+ (—u) =0

Etla multiplication (externe) doit vérifier :
e YueE lu=u
e Yu,veE, VaeR, a.(u+v)=a.u+a.v
e YueE, Va,BeR, a.(B.u) =(af).u
e YueE, Va,BeR, (a+PBlu=a.u+p.u

',

¢ Dans un ev, un vecteur # n'admet qu'un seul symétrique, appelé aussi opposé, ce qui légitime la notation —u

‘ ¢ Unev E n"admet qu'un seul élément neutre, appelé aussi vecteur nul, ce qui légitime la notation Og
* Pour accéder a la notion d’orthogonalité, on doit disposer d'un produit scalaire...

14



ﬁg@D’autres espaces vectoriels « connus »

,—[Propriété (ev des suites réelles) ]

Lensemble des suites réelles RY muni des opérations définies par :
L (un)ner\l + (Vn)nel\l = (un + Un)neN
* a(Un)pen = (@UR) pen
forme un ev (de dimension infinie) dont le vecteur nul est la suite nulle.

\

,—[Propriété (ev des applications réelles d'une variable réelle) ]

Lensemble des applications réelles d'une variable réelle R* muni des opérations définies par :
* f+gix— fX)+8)
caf:x—af(x)

forme un ev (de dimension infinie) dont le vecteur nul est I'application nulle.

?

| Comprenez-vous les notations RV et R® au regard de R" 2

,—[Propriété (ev des polynomes de degré inférieur ou égal a n).]

Lensemble des polynomes (a coefficents réels) de degré inférieur ou égal a n,
R,[X] = {P:x—» Apx" +- -+ ax’+arx+ag | ag, ..., an ER}

est un sev de R® et donc un ev (de dimension 7 + 1) muni des mémes opérations que RR,

15
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Chapitre B

Le calcul matriciel en algebre linéaire
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I. Le calcul matriciel

1. Les matrices

,—[Déﬁnition (matrice).}

Une matrice est un tableau dont les éléments sont repérés par un indice ligne suivi d'un indice colonne :

an ain
az) a2n

: = (aij)lsiSp,lsjsn
ap1 Aapn

Lensemble des matrices a p lignes et n colonnes (a coefficients réels) est noté .4 , (R).

\.

,—[Déﬁnition (matrice ligne).}

Une matrice ligne est de la forme :
( anl ... Qdin )

| Les coefficients ne sont pas séparés par une virgule comme dans un n-uplet.

,—(Déﬁnition (matrice colonne).]

Une matrice colonne est de la forme :
an

azi

17



[N

| Unvecteur de R", c’est a dire un n-uplet, s’écrit toujours en ligne avec les composantes séparées par une virgule.

,—[Déﬁnition (matrice carrée).}

Une matrice est carrée si elle posséde autant de lignes que de colonnes :

aynl ... dip
az1 azn
anl Ann

Lensemble des matrices carrées d’ordre n (a coefficients réels) est noté simplement .4, (R).

\

,—[Déﬁnition (matrice (carrée) triangulaire supérieure).]

Une matrice (carrée) est triangulaire supérieure si tous les coefficients en dessous de la diagonale * sont nuls :

all aln 000 ain
0 apo
. A(n-1)n
0 0 ann

a. La diagonale va du coin supérieur gauche au coin inférieur droit

',

¢ Les coefficients diagonaux a;; peuvent éventuellement étre nuls
¢ On définit, suivant le méme principe, une matrice (carrée) triangulaire inférieure

,—[Déﬁnition (matrice (carrée) diagonale).]

Une matrice (carrée) est diagonale si elle est a la fois triangulaire supérieure et triangulaire inférieure :

al 0 0
0 ano

0
0 0 ann

\

f—[Déﬁnition (matrice (carrée) identité).}

La matrice identité d’ordre n, notée I, est la matrice diagonale avec tous les coefficients diagonaux égaux a1 :

1 0 ... 0
1
L=|"°
S
0 0 1

18



2. Daddition (interne) et la multiplication (externe) par un réel

L’addition de deux matrices se fait terme a terme :

,—[Déﬁnition (addition).]

L'addition de deux matrices de méme taille * p x n est définie par:

alr ... Qin bn bln a11+b11 a1n+b1n

ay ... op b1 ... by a1 +by ... apu+boy
+ =

ap1 ... Qpn bpl bpn ap1 + bpl ... Aapnt bpn

a. Elles doivent avoir le méme nombre de lignes p et le méme nombre de colonnes n

La multiplication d’'une matrice par un réel se fait également terme a terme :

,—[Déﬁnition (multiplication par un réel).]

La multiplication par A € R d'une matrice de taille p x n est définie par :

ayl ... dip 1(111 )laln

a ... d2pn Aagl Aagn
Al .=

apl ... Gpp Aapy ... Aapp

?@Ev des matrices

| Lensemble .4, ,(R) muni de ces deux opérations est un ev de dimension finie égale a pn.
3. Lamultiplication matricielle

La multiplication matricielle ne se fait pas terme a terme. Ce produit existe, il est appelé produit d' Hadamard et est utilisé, par

exemple, pour les filtres en traitement d’images ou pour caractériser ’anti-symétrie d'une relation dans un ensemble a partir
de la matrice d’adjacence

Regardons d’abord la multiplication entre une matrice ligne et une matrice colonne :

X: nlignes 1 colonne
r/ Xl\
_y

\

(@ | a ) ... [ an ) Ly
ANEAN NS S

A 1ligne n colonnes

Y=AX:1lignel colonne|

19



1
Calculerle produit Y = AXavecA=(1 2 -1 )etX=| 2

3

Regardons ensuite la multiplication entre une matrice (quelconque) et une matrice colonne :

|X: n lignes 1 colmme|

L
e 1+
/v" /‘
i =
AN o
/ o "
o { -
pvd x
/s X -1* n
/ 4 A -
/ / N
/ - \'-/
NN
N

/' ¥ ~ _—
| azy azz\ sl ﬂ2rr\‘ Yz
. L/ N4
ap @pz .- Gpn Yp
A: plignes n colonnes Y =AX: plignes 1 colonne
1
1 -1 1 0
2

Calculer le produit Y = AXavec A=| 2 2 6 4 |etX=
-1 0 -2 -1

Regardons enfin la multiplication entre deux matrices « quelconques » :

| B: nlignes g colonnes

—bny 'Q’lz g
by bzz// bag
// //'*
.’; b??l ] bb bnq
/
/ /
/ .
o
P
/
ﬂil Giz (1‘1‘” 1 C12 Cig
v v v )
/ \ / \ .’/ - -\\-.
| a2 s dop Ca1 | €z | .. Cag
N J \ \_
pm Apo Gpn cp; Cp2 ... Cpg
A: p lignes n colonnes C=AB: plignes g colonnes
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1. Le produit matriciel est-il toujours bien défini?

2. Calculer les produits suivants :

3. Que peut-on en déduire?

4. DLinversion de matrice

Matrice inversible

f—[Déﬁnition (matrice inversible et matrice inverse).]

On dit que A € 4, (R) est inversible s’il existe B € .4, (R) telle que :
AB=1I,etBA=1,

Dans ce cas, B est unique, appelée matrice inverse de A et notée A~".

r

| ¢ Dans R, 2 est inversible d’inverse % car 2 x % =1 et (par commutativité) % x2=1.0nnote aussi 27! = %
¢ Une matrice qui n’est pas carrée ne peut pas étre inversible

4

. (1 0
Oncons1dereA—( 0 -1 )

1. Calculer A2.

2. En déduire que A est inversible et déterminer A~!.

[N

Contrairement a un réel non nul qui est toujours inversible, une matrice carrée non nulle ne I'est pas toujours.
Mais alors, comment peut-on décider si une matrice est inversible ou pas?

,—[Déﬁnition (déterminant d’'une matrice carrée d’ordre 2).}

. a b
Soit A= ( c d ) € M (R).
Le déterminant de A, noté det(A) ou | A, est le réel défini par :
|A| = a Z ‘:ad—cb
,—[Déﬁnition (déterminant d’'une matrice carrée d’ordre 3).] N\
a b c¢
SoitA=| d e [ |edsz[R).
g h i
Le déterminant de A est le réel défini par :
a b c
|A|:def:+aZ]ic—b'd +Cdfz
g h i g g
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On a "développé suivant la premiére ligne" :

En réalité, on peut développer suivant n’'importe quelle ligne ou colonne.

Les signes des coefficients devant les déterminants d’ordre 2 changent :

/.4

¢ Développement suivant la 2-iéme ligne :

|Al=

o QA
ST

* Développement suivant la 3-iéme colonne :

|Al =

oe QA
ST

1

+

.
C
|-l
l
C
f|=+c

‘ d f ‘de‘
G o L S = o)
(o il g h
A A
—a b e—
d g I
aq i
-5
.
@ I
-+
+_
-+
b a c a b
h +egi_f‘g h'
d e b| .|la b
gh_f' | a e

* On ne change pas le déterminant en remplacant une ligne (resp. colonne) par la somme de cette ligne (resp. colonne)
et d'une combinaison linéaire des autres. On peut ainsi faire apparaitre des zéros, et faciliter le "développement”

‘ ¢ On choisit la ligne ou la colonne contenant le maximum de 0

¢ On peut, en généralisant, calculer des déterminants d’ordre supérieur

B

Lorsqu’on multiplie une ligne (resp. colonne) par un réel, le déterminant I’est également

Propriété (CNS d'inversibilité).}

Une matrice est inversible si et seulement si son déterminant est non nul.
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Etudier l'inversibilité des matrices suivantes :
1 O
1. A= ( )

0 -1
1 0
2.8=( 4 ¢
1 0 1
3.C=| 2 2 3
-1 2 1

Ce critere est effectivement bien pratique, mais alors comment peut-on déterminer (lorsqu’elle existe) la matrice inverse?

Détermination pratique de I'inverse

Soit A € ./, (R) une matrice inversible.

Déterminer I'inverse de A revient a résoudre I’équation (matricielle) :
AX =B

d’inconnue X € 4,1 (R) et de second membre B € .4, 1 (R).

En effet, en multipliant (2 gauche) les deux membres par A~1 ilvient:

A'Ax=A"'B
ce qui fournit :
I,X=A"'B
Oou encore :
X=A"'B

/u

1 0 1
Déterminons 'inversede A=| 2 2 3 |enrésolvantl’équation:
-1 2 1
AX=B
X a
d’inconnue X =| y |etdesecond membre B=| b
z c
c’est a dire I’équation :
xX+z a
2x+2y+3z |=| b
-X+2y+z c
ou encore le systeme linéaire :
X +z = a
2x +2y 43z = b
-x +2y +z = ¢
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1

/.«

Pour cela, appliquons la méthode du pivot de Gauss :

On cherche d’abord un systéme équivalent "échelonné" :

X +z = a

2x +2y +3z = b

-x +2y +z = ¢

X +z = a
p== ZY +z = =-2a+b Ly —1Ly,—2L,

2y 42z = a+c Ly — L3+ 1L;

b +z = a

= 2y 4z = -2a +b
z = 3a -b +c Ly —L3—1Ly

AN "

Ensuite, on résout le systéme "échelonné" en "remontant” :

X +z = a
2y +z = -2a +b
z = 3a -b +c
X +z = a
© Y = —ga +b —%c
z = 3a -b +c
X = -2a +b -c
= y = -2a +b -jc
z = 3a -b +c
X -2 1 -1 a
ely|={-32 1 -z ||
z 3 -1 1 c
-2 1 =
’ -1 _ 5 1
D’ou A = -3 1 -3
-1 1

¢ Les termes du second membre doivent étre bien rangés

* N’oubliez pas de vérifier votre résultat

On peut présenter la démarche précédente de maniere plus "simple" :

1 0 1/1 00
2 2 3/0 10
-1 2 1|0 0 1

1 0 1|1 o0 o0
00 2 1/-2 10
0 2 2|1 01
1 0 1/1 0 0
0 2 -2 1 0
o [0 3 -1 1
1 @ 0|21 -1
0 20|52 -1
0 0 13 -1 1
1 0 0]-2 -
0 1 o|-2 -3
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II. Linterprétation en algebre linéaire

| Lintérét des matrices ne se limite pas a I’algébre linéaire, vous verrez bientot leur utilité en théorie des graphes...

1. Les matrices en algebre linéaire

Les matrices colonnes

,—[Déﬁnition (matrice d’un vecteur de R”).}

Soit % = (uy, ..., un) une base de R" et u = aju; +-++ + @, u, un vecteur de R".
On appelle matrice du vecteur u dans la base 98 la matrice colonne formée des coordonnées de u dans 28 :

a1
M (U, B) =
an
Ny
| ¢ On notera simplement .4 (u) s’il s’agit de la base canonique
¢ Cette matrice dépend évidemment de la base choisie

4

0nn0te@=((2,—1),(1,1)) etl’onconsidére%(u,@):( 2 )

Déterminer le vecteur u € R? puis sa matrice .# (1) dans la base canonique.

,—[Déﬁnition (vecteur canoniquement associé a une matrice colonne).]

X1 X1
Le vecteur canoniquement associé a la matrice colonne | : | estle vecteur u de R" vérifiant ./ (u) =

Xn Xn
Il s’agit du vecteur u de R" dont les coordonnées dans la base canonique sont x, ..., X, c'est a dire u = (xy, ..., X).

Les autres matrices

Vous connaissez bien les applications linéaires de R dans R de la forme x — ax avec a, x € R.
Mais alors a quoi ressemblent les applications de la forme X — AX avec A€ 4y »(R) et X € M1 (R)?

ai ... Qain X1 apnxy+---+aipXn
Par définition du produit matriciel, si A= : : : et X = : |,alors AX =

ap1 ... Qpn Xn ap1X1+--+appXn

Définition (application linéaire de R” dans R” ).]

Une application linéaire de R” dans R” est une application de la forme :

(X1,..., Xp) = (@1 X1 + -+ A1pXp, ..., Ap1 X1 + - + AppXn)
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@Application linéaire

,—[Déﬁnition (application linéaire ou morphisme d'ev).j

Soit E, F deux ev et f: E — F une application.
On dit que I'application f est linéaire si :
e frespectel’addition: Vu,veE, f(u+v)= f(uw)+ f(v)
e frespecte la multiplication: Vu e E, Va eR, f(au) =af(u)

,—[Déﬁnition (matrice d'une application linéaire de R” dans R ).]

Soit 2 = (w1, ..., u,) une base de R", ' = (v1,...,v,) une base de R” et f I'application linéaire définie “ par:
Vie{l,...,n}, f(u;) =ayjvy+---+apivy

On appelle matrice de f dans 98, %8’ la matrice formée, en colonnes, des coordonnées de f(uy),..., f(u,) dans %’ :

al ... Qip

, any ... Aop
M(f, B, B) =

apl (,an

a. ﬁm’ﬂ“ Pourquoi suffit-il de connaitre les f(u;)?

r

¢ On notera simplement .4 (f) s’il s’agit des bases canoniques
* On notera plutdt . (f,9B) si B = B’
¢ Cette matrice dépend évidemment des bases choisies

4

1. Soit f I'application linéaire définie par:
f: Rt — R
(x,9,2,1) — (X—y+2,2x+2y+6z+4t,-x—2z—1)
Déterminer 4 (f).

2. Soit ¢ la forme linéaire de R3 définie par :

Q: R — R
x,y,2) — x+2y—-z

Déterminer . ().
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3. Soit p la projection orthogonale sur Vect((1,0)) définie par :

p: R>? — R?
(x,y) — (x,0)

Déterminer .4 (p).

4. Soit s la symétrie orthogonale par rapporta Vect((1,0)) définie par :
s: R? — R?
xy) — -

Déterminer . (s).

5. Soit & ’'homothétie définie par :
h: R? — R?
xy) — Ax,y) avec L eR

Déterminer 4 (h).

Définition (application linéaire canoniquement associée a une matrice).j

Lapplication linéaire canoniquement associée a A € .4, ,(R) est'app. linéaire f de R” dans R vérifiant .4 (f) = A.

4

. . , T . . [0 -1
1. Déterminer 'application linéaire canoniquement associée a ( 1 )

2. De quelle transformation géométrique s’agit-il?
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2. Interprétation de la multiplication matricielle

@A propos de I'addition (interne) et de la multiplication (externe)
¢ Lensemble Z(R",R”) des applications linéaires de R” dans R” est un ev
e Lapplication ¢: ZLR",R") — .4, ,[R) estlinéaire et bijective
fo— )
¢ Cet « isomorphisme » permet de transformer un probleme d’algebre linéaire (de dimension finie) en un probleme
matriciel dont la résolution est plus pratique ¢

a. On peut par exemple utiliser la structure de tableaux dans les implémentations

Si A estla matrice de I'application linéaire f et X celle du vecteur x, alors AX sera celle du vecteur f(x) :

M@ = ()]

Si A est la matrice de I'application linéaire f et B celle de I'application linéaire g, alors AB sera celle de 'application linéaire fo g :

Mf)(R) = M(fog) |

Mais alors, qu’en est-il de I'inversion de matrice ?

Si A estla matrice de I'application linéaire f, alors A est inversible si et seulement si f est bijective. Dans ce cas, ona:
MPMEY =1, et MM =1,

Autrement dit, . (f) est inversible d’inverse .4 (f 1) :

() = (fY

3. Les formules de changements de bases (hors programme)

Soit u un vecteur de R” et f une application linéaire de R” dans R”.

On considere deux bases de R" :
e "Tancienne" ' B = (ey,...,e,)
* "lanouvelle" ' = (e}, ..., e},)

Se posent alors les questions suivantes :
» Comment obtenir . (u, ') a partir de .4 (u, %8B)?
» Comment obtenir ./ (f,8') a partir de .« (f,%B)?

En général, nous disposons des coordonnées de e’l, e e’n dans la base % :

Définition (matrice de passage de % a %’ ).}

La matrice de passage de 2 a %' est la donnée en colonnes des coordonnées de e/l, e e’n dans la base 28 ou encore :

P=(id, B KB)

| Labase au départ est la nouvelle

[1]. 11 s’agit souvent de la base canonique
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,—[Propriété (matrice de passage de %’ a 98).}

P=_(id, B B) estinversible et P~ = #(id, B, B

,—(Propriété (formule de changement de base pour un Vecteur).}

En notant X = # (u,B) et X' = M (u,B') = 4 (id(u),%'),on a:

X' =pP'x

[N

| Cest P! qui permet d’obtenir les nouvelles coordonnées

Enfin, considérons le diagramme de décomposition suivant :

E,% ! E, %3
A
id| P Pl id
E,% ’; E,%
ouA=4(f,B)etD=M(fB).
Il exprime :
f=idofoid

ce qui se traduit matriciellement par :

Propriété (formule de changement de base pour une application linéaire).}

En notant A= .4 (f,%) et D= 4(f,%B'),ona:
D=PlAp

.4

3 -1 1
A= 4 -1 2
-2 1 0

On considere la famille formée des vecteurs :
e;=(1,2,-1),¢,=(0,2,2) et e = (1,3,1)

1. Montrer que (e}, €}, €;) est une base de R3.

2. Déterminer la matrice de f dans cette nouvelle base.

¢ Lintérét est de "simplifier" la matrice de f
* Lathéorie de la diagonalisation explique comment choisir une telle base

a. La contraposée vous indique pourquoi

29

Soit f I'application linéaire de R* dans R® dont la matrice dans la base canonique est :

* Pour montrer que (¢}, €}, €}) est une base de R?, il suffit“ de montrer que det (e}, €}, e}) =

NN O

— W -

#0.
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