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A propos de ce document

@ Pour naviguer dans le document, vous pouvez utiliser :
o le menu (en haut & gauche)
o |'icone en dessous du logo IUT
o les différents liens

@ Pour signaler une erreur, vous pouvez envoyer un message a |'adresse suivante :

anthony.ridard@univ-ubs.fr
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Plan du cours

@ Les matrices en algébre linéaire
o Les matrices colonnes
o Les autres matrices

© Interprétation de la multiplication matricielle

© Les formules de changements de bases (hors programme)
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L'intérét des matrices ne se limite pas a |'algébre linéaire, vous verrez bient6t

leur utilité en théorie des graphes...
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Les matrices en algébre linéaire

Les matrices colonnes
Les autres matrices

@ Les matrices en algébre linéaire
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Les matrices en algébre liné

Les matrices colonnes
Les autres matrices

© Les matrices en algébre linéaire
@ Les matrices colonnes
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Les matrices en algébre linéaire .
Les matrices colonnes

Les autres matrices

Définition (matrice d'un vecteur de R")

Soit B = (uy,...,un) une base de R" et u=ajuy +---+apup un vecteur de R".
On appelle matrice du vecteur u dans la base 2 la matrice colonne formée des
coordonnées de u dans % :

ay
M(u,B) =
Qn
N ! 7
| @ On notera simplement .#(u) s'il s'agit de la base canonique
o Cette matrice dépend évidemment de la base choisie
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Les matrices en algebre |

Les matrices colonnes
Les autres matrices

On note & = ((2,_1),(1,1)) et I'on considére M(u,%):( g )

Déterminer le vecteur u€ R? puis sa matrice .#(u) dans la base canonique.
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Les matrices en algébre .
Les matrices colonnes

Les autres matrices

Définition (vecteur canoniquement associé a une matrice colonne)

Le vecteur canoniquement associé a la matrice colonne : est le vecteur u de R"

X1
vérifiant #(u) =

Xn
Il s'agit du vecteur u de R" dont les coordonnées dans la base canonique sont xg,...,xp
c'est a dire u=(xy,...,Xn).
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Les matrices en algébre

Les matrices colonnes
Les autres matrices

© Les matrices en algébre linéaire

@ Les autres matrices
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Les matrices en algébre linéaire

Les matrices colonnes
Les autres matrices

Vous connaissez bien les applications linéaires de R dans R de la forme :
x+—ax avec axeR.
Mais alors a quoi ressemblent les applications de la forme :

X—AX avec Ae€.lpn(R)et Xe 1 (R)?
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Les matrices en algébre linéaire

Les matrices colonnes
Les autres matrices

Par définition du produit matriciel,

all ... d1p X1 aiixy+---+aipXn
si A= : : : et X= o |, alors AX =

apl .-~ apn Xn ap1X1 +-:-+apnXn

Définition (application linéaire de R” dans RP)

Une application linéaire de R” dans RP est une application de la forme :

(X]_,...,Xn)'—>(311X1+~~-+a]_an,...,ap1X1+--~+aann)
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Les matrices en algébre linéaire

Les matrices colonnes
Les autres matrices

ﬁmﬁ“‘ Application linéaire

Définition (application linéaire ou morphisme d’ev)

Soit E,F deux ev et f: E — F une application.
On dit que I'application f est linéaire si :
o f respecte I'addition : Vu,veE, f(u+v)="f(u)+f(v)

o f respecte la multiplication : YVue E, VaeR, f(au)=af(u)
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Les matrices en algébre linéaire .
Les matrices colonnes

Les autres matrices

Définition (matrice d'une application linéaire de R"” dans RP)

Soit = (uy,...,un) une base de R", %' =(vy,...,vp) une base de RP et f |'application
linéaire définie @ par :

Vie{l,...,n}, f(uj)=agjvy+--+apivp

On appelle matrice de f dans 98, %' la matrice formée, en colonnes, des coordonnées
de f(uy),...,f(un) dans %' :

all ... Qdlp
, ai ... as
M(F,B,B') =
ap]_ ... apn
a. @ Pourquoi suffit-il de connaitre les f(u;)?
y
N ! td
o On notera simplement .#(f) s'il s’agit des bases canoniques
e On notera plutdt .4(f,98) si B=%' ;t':
o Cette matrice dépend évidemment des bases choisies o
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Les matrices en algébre linéaire

Les matrices colonnes
Les autres matrices

@ Soit f I'application linéaire définie par :

f: rR* — R3
(xy,z,t) — (x-y+2z2x+2y+6z+4t,—x—-2z—1t)

Déterminer . (f).

@ Soit ¢ la forme linéaire de R3 définie par :

@: RS — R
(x,y,2) — x+2y-z

Déterminer 4 (¢p).

© Soit p la projection orthogonale sur Vect((1,0)) définie par :
RZ — R?

(xy) — (x0)

Déterminer .4 (p). ;t :

p:
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Les matrices en algébre linéaire

Les matrices colonnes
Les autres matrices

Q Soit s la symétrie orthogonale par rapport & Vect((1,0)) définie par :

s: RZ — R2
(xy) — (x-y)

Déterminer ./(s).

@ Soit h I'homothétie définie par :

h: RZ — R2
(xy) — Axy) avec 1€R

Déterminer .« (h).
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Les matrices en algébre linéaire .
Les matrices colonnes

Les autres matrices

Définition (application linéaire canoniquement associée a une matrice)

L'application linéaire canoniquement associée a A€ ./ n(R) est I'app. linéaire f de R”
dans RP vérifiant .#(f) = A.

4

P . , T . L (0 -1
O Déterminer I'application linéaire canoniquement associée a .

[ay
o

@ De quelle transformation géométrique s’agit-il ?
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Interprétation de la multiplication matricielle

© Interprétation de la multiplication matricielle

Vannes

UniversiBrtgne st

18/ 28



Interprétation de la multiplication matricielle

@A propos de I'addition (interne) et de la multiplication (externe)
o L'ensemble £(R",RP) des applications linéaires de R” dans RP est un ev
o L’application ¢: 2L(R",RP) —  .pa(R) est linéaire et bijective
f —  wu(f)
o Cet « isomorphisme » permet de transformer un probléme d'algébre
linéaire (de dimension finie) en un probléme matriciel dont la résolution est
plus pratique @

a. On peut par exemple utiliser la structure de tableaux dans les implémentations
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Interprétation de la multiplication matricielle

Si A est la matrice de I'application linéaire f et X celle du vecteur x,
alors AX sera celle du vecteur f(x) :

| ()t (x) = () |

Si A est la matrice de I'application linéaire f et B celle de I'application linéaire g,
alors AB sera celle de I'application linéaire fog :

| (f).te(g) = ue(Fog) |

Mais alors, qu’en est-il de I'inversion de matrice ?
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Interprétation de la multiplication matricielle

Si A est la matrice de I'application linéaire f, alors A est inversible ssi f est bijective.
Dans ce cas, on a :

ME)M(F =1, et u(FU(F) = 1n

Autrement dit, ./(f) est inversible d'inverse .(f71) :

((F) " =(F7Y)
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Les formules de changements de bases

© Les formules de changements de bases (hors programme)
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Les formules de changements de bases

Soit u un vecteur de R et f une application linéaire de R"” dans R".
On considére deux bases de R" :

e "I'ancienne" ! #= (e1,...,en)

o "la nouvelle" &' =(ef,...,ep)

Se posent alors les questions suivantes :
o Comment obtenir #(u, ') a partir de .4 (u,%B)?
o Comment obtenir #(f,%') a partir de .(f,B)?
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Les formules de changements de bases

En général, nous disposons des coordonnées de ef,..., e}, dans la base % :

Définition (matrice de passage de % a %')

La matrice de passage de & a %’ est la donnée en colonnes des coordonnées de
ei,...,e{, dans la base 2 ou encore :

P=4(id, B B)

| La base au départ est la nouvelle
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Les formules de changements de bases

Propriété (matrice de passage de %' 3 %)

P=t(id, B, B) est inversible et P~1 =/ (id,%,%')

Propriété (formule de changement de base pour un vecteur)

En notant X =.#(u,8) et X' =.t((u,B") = 4(id(u),%'), on a :

X'=pP71x

[N

| Clest P71 qui permet d’obtenir les nouvelles coordonnées
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Les formules de changements de bases

Enfin, considérons le diagramme de décomposition suivant :

E,® f E,®
id| P Pl id
E,® ’? E %
ot A= (f,B) et D=u(f,B).
Il exprime :
f=idofoid

ce qui se traduit matriciellement par :

Propriété (formule de changement de base pour une application linéaire)

En notant A= .4 (f, %) et D=#(f,%'), on a :

D=PlaP M




Les formules de changements de bases

4

Soit f I'appl. linéaire de R3 dans R? dont la mat. dans la base canonique est :

3 -1 1
A=l 4 -1 2
-2 1 0

On considére la famille formée des vecteurs :

e1 =(1,2,-1),e5,=(0,2,2) et €5 =(1,3,1)

© Montrer que (ei,eé,eé) est une base de R3.
@ Déterminer la matrice de f dans cette nouvelle base.
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Les formules de changements de bases

o L’intérét est de "simplifier" la matrice de f
o La théorie de la diagonalisation explique comment choisir une telle base

o Pour montrer que (e, €}, e5) est une base de R3, il suffit 4 de montrer que

1 0 1
det(ei,eé,e§)= 2 2 3 |#0.
-1 2 1

a. La contraposée vous indique pourquoi
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