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Avant-propos

Ce document est spécifiquement rédigé pour des séances de Cours/TD.

N ! 7
Il présente les éléments de cours habituels (définitions et propriétés) enrichis de remarques, indiquées par @ , donnant un certain
éclairage pour mieux les comprendre, les retenir et les utiliser.

Ce cours est aussi ponctué d’exercices, indiqués par ﬁ , qui seront traités en classe ou a la maison pour bien assimiler les
différentes notions présentées. Grace a ces exercices, vous allez fabriquer les exemples du cours ainsi que certaines preuves. C’est
effectivement en étant acteur dans ses apprentissages que 1'on profite au mieux des enseignements!

Ce document sera complété par des feuilles de TD pour s’entrainer d’avantage.

Bonne lecture, et bon travail...
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I. Rudiments de logique

1. Assertion et premiéres opérations

Définition (assertion).]

Une assertion est une « phrase mathématique syntaxiquement correcte » qui est soit vraie, soit fausse.

Dans ce qui suit, 22, £ et % désigneront des assertions.

Définition (négation).}

La négation de 22 est'assertion définie comme étant vraie lorsque & est fausse, et inversement.
On la notera « non(£?) » ou encore .

1
™

Autrement dit, la négation de &2 a pour table de vérité :

Définition (conjonction).]

La conjonction de £ et 2 est I’assertion définie comme étant vraie si 22 et 2 le sont toutes les deux, et fausse sinon.
On la notera « 22 et 2 » ou encore & A 2.

1
N

Autrement dit, la conjonction de &2 et 2 a pour table de vérité :

mm < <R
mi<|m|<|b
M m <

Définition (disjonction).]

La disjonction de & et 2 est 'assertion définie comme étant fausse si &2 et 2 le sont toutes les deux, et vraie sinon.
On la notera « 22 ou £ » ou encore & v 2.

| Le«ou»dulangage commun est exclusif alors que le « ou » logique est inclusif



Autrement dit, la disjonction de &2 et 2 a pour table de vérité :

mm < <R
m <<
m <SS <

2. Regles opératoires

Définition (équivalence logique).}

On dit que 22 et £ sont logiquement équivalentes si elles ont la méme table de vérité.
On notera alors 2 ~ 2.

\@/
¢ Pour ne pas confondre avec I'équivalence usuelle ¢, « 22 ~ 2 » pourra se lire « 22 a méme table de vérité que 2 »
¢ On utilisera surtout cette notion pour transformer une assertion, en particulier grace aux regles suivantes

a. Léquivalence usuelle notée < sera définie plus tard

,—[Propriété (idempotence) ]

o (PetP)~P
e (Poup)~»P

\

,—[Propriété (commutativité) ]

o (Pet2)~(L2etP)
e (Poul2)~(2ouP)

\

,—[Propriété (associativité).]

* (Zet(2etR) ~((Pet2)etR)
s (Zou(2ouR)~((£ou2)ouR)

\

| On peut alors supprimer les parenthéses lorsqu’il n’ y a que des conjonctions (resp. disjonctions)

Propriété (distributivité).

s (Zet(2ouR)~((Pet2)ou(PetR))
s (Zou(2etR)~((2ou2)et (P ouR))




[N

| Méme s’il existe des regles de priorités (d’abord négation, puis conjonction, et enfin disjonction), on évitera de supprimer les
parenthéses lorsqu’il y a différentes opérations

4

Dans ce qui précede, on effectue les transformations suivantes * :

Faux — 0
Vrai — 1
PLAR — X,z
non(.) — *

et —
ou —

+ X

~ —

1. Compléter les tables de multiplication et d’addition suivantes :

< [[0]1] [+ [[o]1]
0
1

2. Enoncer les deux distributivités.

3. Ces notations x et + sont-elles dangereuses?

a. On définit ainsi I'algebre de Boole B = ({0, 1},7, x, +) et ses régles de calcul, particulierement utile a la conception des circuits logiques en informatique

Propriété (lois de Morgan).}

¢ (non(Z et 2)) ~ (non(2) ou non(2))
¢ (non(# ou 2)) ~ (non(#) et non(2))

4

| Démontrer cette propriété (en comparant les tables de vérité)

3. Deux autres opérations : 'implication et 'équivalence

Définition (implication).}

Limplication « 2 = 2 » est’assertion définie comme étant fausse si 2 est fausse alors que £ est vraie, et vraie sinon.

Autrement dit, I'implication « 2 = 2 » a pour table de vérité :
P2 | P=2
\%4 14
VI|F F
F |V 1%
F | F |4




Propriété (contraposition) ]

(2 = 2) ~ (non(2) = non(2))

N

| Ondit que «non(2) = non(2?) » est la contraposée de « 2 — L »

i

Démontrer cette propriété

Propriété (négation d'une implication) ]

(non(? = 2)) ~ (2 et non(2))

| 1. Démontrer cette propriété

2. Endéduire : (2 = 2) ~ (non(2) ou 2). Ce résultat pourra maintenant étre utilisé directement

Définition (équivalence).]

L'équivalence « 2 <= 2 » est I'assertion définie comme étant vraie si 22 et £ ont méme valeur de vérité.

1
™

Autrement dit, I'équivalence « & <= 2 » a pour table de vérité :
P2 | P=2
14 14
V| F F
F |V F
F | F %4

Propriété (double implication) ]

(P = 2)~ (P = 2) et (2= P))

.4

Transformer en une assertion logiquement équivalente exprimée uniquement avec des négations et des conjonctions :
1. non(% ou 2)
2. Pou2
3. 2= 2
4. non(? < 2)



4. Quantificateurs

Lorsque la valeur de vérité de 22 dépend d'un parametre x, cette assertion peut étre notée 2?(x) afin de souligner cette dépendance.

,—[Déﬁnition (quantification universelle).] N\

La quantification universelle « Vx € E, Z22(x) » est 'assertion définie comme étant vraie si ?(x) est vraie pour tout
élément x de 'ensemble ¢ E.

a. On reviendra sur la notion d’ensemble plus tard

\. J

,—[Déﬁnition (quantification existentielle).] iy

La quantification existentielle « 3x € E, 22 (x) » est I'assertion définie comme étant vraie si 22 (x) est vraie pour au moins
un élément x de ’ensemble E.

r
\.

1
™

| e Les symboles V et 3 se lisent « quelque soit » et «il existe »
¢ Lavariable x est dite muette (on peut la remplacer par une autre, y par exemple, sans changer la valeur de vérité)

4

Quand I'assertion suivante est-elle vraie?
((Elx €E, ?f”(x)) et (Vx €E,VX'€E, (Z() et 2(x))) = (x = x’)))

On la notera plus simplement :

J1xeE, P(x)

Axiome (négation d'une phrase quantiﬁée).}

* non(Vx € E, 2(x)) ~3Ix € E, non(2(x))
e non(Ix€ E, P(x)) ~ Vx € E, non(2(x))

?
Dans une théorie formelle, mathématique ou non, un axiome est une assertion considérée comme étant vraie sans
justification, servant ainsi de point de départ. Une théorie est alors un empilement ordonné d’axiomes, de démonstrations et
de propriétés appelées aussi théorémes, incluant également des définitions pour créer des classes d’objets.

5. Raisonnements et démonstrations

Dans cette partie, nous présentons les raisonnements de base utilisés en Mathématiques, accompagnés de leur rédaction W .
Nous nous limitons ici aux cas les plus fréquents, mais un exposé exhaustif est disponible en annexe.
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Présentons d’abord deux techniques générales de démonstration.

Pour démontrer une assertion &2 c’est a dire montrer que 22 est vraie

Propriété (par déduction).}

On détermine une assertion vraie 2 telle que « 2 — & » soit vraie.

Lorsque 'implication « 2 = 2 » est vraie, on dit que :
¢ 2 est une condition suffisante pour avoir &
¢ ou encore, il suffit d’avoir £ pour avoir &
Mais, on dit aussi que :
* & est une condition nécessaire pour avoir 2
* ou encore, il faut avoir & pour avoir 2

Limplication vraie « 2 = £ » peut représenter une propriété du cours exprimée sous la forme « Si 2 , alors &2 ».
En montrant que |’ hypothese 2 est vraie, on est bien certain que la conclusion £ le soit aussi (savez-vous pourquoi?)

On pourra évidemment utiliser un « enchainement d’implications ».

[N

| Ne surtout pas utiliser le connecteur logique « = » a la place du mot « donc » dans une démonstration par déduction.
En général, on évitera de mélanger dans une méme phrase le langage mathématique et le langage commun.

2 est vraie
Or Q@ = & est vraie
Donc £ est vraie

Plus simplement ¢, on écrira :

2
Oor2 —2
Donc &2

a. Enlogique, on doit toujours préciser la valeur de vérité d'une assertion (elle peut étre soit vraie, soit fausse). En Mathématiques, lorsque I'on écrit une
assertion sans préciser sa valeur de vérité, c’est qu’elle est vraie! Par exemple, on n’écrit pas « Vx € R, e* > 0 est vraie », mais simplement « Yx € R, e* > 0».
Deés a présent, sauf dans les explications des raisonnements logiques qui suivent (pour un maximum de clarté), on préférera ce langage simplifié.

4

1. Démontrer «In(7) > 0» en utilisant? « 7 > 1 = In() > 0 ».

2. Limplication « 1 <1 = In(r) > 0 » est-elle vraie? Permet-elle de démontrer «In() > 0»?

a. Il est entendu que cette implication est vraie

Propriété (par équivalence).j

On détermine une assertion vraie 2 telle que « 22 <= 2 » soit vraie.

Lorsque I'équivalence « 22 < 2 » est vraie, on dit que :
¢ 2 est une condition nécessaire et suffisante pour avoir &
¢ ou encore, il faut et il suffit d’avoir £ pour avoir &

L'équivalence vraie « & <= 2 » peut représenter une propriété du cours appelée caractérisation.
En montrant que £ est vraie, on est bien certain que 22 le soit aussi (savez-vous pourquoi?)

11



Cette technique est a privilégier lorsque la démonstration de 22 n'est pas « évidente ». Elle permet en fait de transformer
I I'assertion a démontrer 22 en une assertion ayant méme valeur de vérité 2 mais plus simple a démontrer!

4

P = 9
Or2
Donc &

Pour rappel, cela signifie :

P < 2 est vraie
Or 2 est vraie
Donc £ est vraie

4

Démontrer « La fonction carrée est décroissante sur | —oo,0] » en utilisant ¢ la caractérisation :

(x — x° est décroissante sur]— oo,O]) — (‘v’x €] —00,0], 2x < 0)

a. La encore, il est entendu que cette équivalence est vraie, ¢’était le dernier rappel;)

Pour exploiter ces deux techniques, il faut savoir démontrer une implication et une équivalence.

Pour démontrer une implication « 22 =— 2 »

Propriété (directement) ]

On suppose &2 vraie, et on montre que £ 1’est aussi.

Supposons &
Montrons 2
} Preuve de 2

4

| Etant donné un réel x € [0,1], démontrer « x— x2 e N=>x=0o0u x= 1 »

Propriété (par contraposition) }

On démontre « non(2) = non(2) ».

'/
™

| Cette technique est a privilégier lorsque non(2?) est plus facile 2 démontrer que 2

4

Raisonnons par contraposition, et supposons non(<2)
Montrons non(2?)

} Preuve de non(%?)

12



4

| Etant donné n un entier naturel, démontrer « n? pair = n pair ».

Pour démontrer une équivalence « 2 <— 2 »

Propriété (directement) ]

On utilise une «suite d’équivalences » en modifiant peu a peu &2 en 2.

| Se méfier des fausses équivalences

4

1ot

4

| Etant donné un réel x strictement positif, démontrer « (x* —4x+3)(1-lnx) =0 <> x=1loux=3oux=e»

Propriété (par double implication).}

Ondémontre « 2 —= 2» et « 2 — %P »

1

| Cette technique est a privilégier lorsque la méthode directe ne convient pas (c’est trés souvent le cas)

4

Montrons  — 2 :

Supposons &
Montrons £
} Preuve de 2

Montrons 2 — %2 :

Supposons 2
Montrons &
} Preuve de &

4

| Etant donnés deux réels x et y, démontrer « x* + y? =0 <> x=0et y = 0».

13



Expliquons enfin comment démontrer une assertion qui commence par un quantificateur.

Pour démontrer une quantification universelle « Vx € E, 22(x) »

Propriété (en introduisant une Variable).]

On considere un x quelconque de E que I'on fixe le temps de la preuve, et on montre que 22 (x) est vraie.

Soitxe E
Montrons & (x)

} Preuve de 2 (x)

4

| Démontrer « Vx € R,

1
S_
x2+17 2

»

Pour démontrer une quantification existentielle « 3x € E, 2(x) »

Propriété (de maniere Constructive).}

On détermine (concrétement) un x qui convient.

| Cette méthode permet, en particulier, de montrer qu'une quantification universelle est fausse.
Le x qui convient est alors un contre-exemple!

4

Posons“ x=...
Vérifions 22 (x)

} Vérification de 2 (x)

a. Trouver un x qui convient n’est pas toujours évident, ni méme faisable

4

1. A-t-on«VxeR, x2=x»?
2. Démontrer «Vx,yeR, 3z€R, z>x+y» <

3. A-t-on«3zeR, Vx,yeER, z>x+ y»?

a. Par abus, on regroupe x et y derriere le méme quantificateur V au lieu de :

VXxeR, VyeR, IzeR, z>x+y

14



II. Ensemble

1. Définition et inclusion

Définition (ensemble).]

Un ensemble est une collection d’objets appelés éléments de cet ensemble.

* Pour signifier 'appartenance (resp. la non appartenance) d'un élément x a un ensemble E, on écrit :

x€E (resp.x¢E)

¢ L'ensemble ne contenant aucun élément est appelé I'ensemble vide, et est noté @
¢ Un ensemble * peut étre défini :
— enextension?: E= {1,2,3}
— en pseudo-extension ¢: E ={1,3,5,7,9,...}
¢ Dans un ensemble :
— il n'y a pas de doublon (deux fois le méme élément)
— l'ordre d’écriture des éléments n'a pas d'importance : {1,2,3} = {1, 3,2}
o Méme si les éléments d’un ensemble peuvent étre a priori de natures différentes ¢, ca n’arrive pas en Mathématiques °

. Toujours noté avec des accolades

. Ses éléments sont explicitement décrits

. Certains éléments sont sous-entendus et remplacés par ...

. Cen'est pas rare en Informatique théorique ot le formalisme mathématique est d’ailleurs trés présent!
. On verra pourquoi plus tard avec la notion de structure algébrique.

o Lo TR

Définition (inclusion - partie).]

Un ensemble F est inclus dans un ensemble E si tous les éléments de F appartiennent a E.
On notera alors F c E, et on dira que F est une partie ou un sous-ensemble de E.

[N

Nous manipulerons des ensembles de nombres

Mais aussi des ensembles de couples, de fonctions, de suites, de matrices, ...

'\@/' Point de vue logique

Linclusion ensembliste correspond a I'implication logique :

(FcE)< (Vx€F x€E) < (xe F= x€E)

15



W Pour démontrer F c E

Soitxe F
Montrons x € E

} Preuve de x € E

Cette notion fournit une autre maniere de définir un ensemble lorsqu’il s’agit d’'une partie :

F={xeE|2x)}
Autrement dit,
Vx€E, (xe F = Px)

Cette définition de I'ensemble F est dite en compréhension ¢

a. Ses éléments ne sont pas explicitement décrits, mais sont déterminés par une condition (nécessaire et suffisante) d’appartenance

| Démontrer {xeR|3IyeR,, x=y} cR,.

Définition (égalité). |

Deux ensembles sont égaux s’ils possedent exactement les mémes éléments.

'\@C Point de vue logique

L'égalité ensembliste correspond a I’équivalence logique :

(E=F) < (xe E<x€F)

Propriété (double inclusion) }

(E=F)< (EcFetFcE)

1

| Cette caractérisation fournit une méthode pour démontrer I'égalité entre deux ensembles

T

2

montrer {xeR|VyeR,, x<y}=R_.

g Raisonner par analyse-syntheése

Résoudre dans R I’équation x = v4x + 5, autrement dit déterminer ’ensemble des solutions :
F = {xE[R{Ixz \/4x+5}

D’abord (analyse), on recherche tous les candidats possibles de sorte que . < {candidats possibles}.
Ensuite (synthese), on ne garde que les candidats qui conviennent de sorte que . = {candidats qui conviennent}.
Pour un modele de rédaction, on pourra se reporter a la démonstration de I'unicité puis de I'existence.

16



2. Opérations sur les parties d'un ensemble

On considére A, B et C trois parties d'un ensemble E.

Définition (ensemble des parties).]

Lensemble des parties de E, noté 2?(E), est constitué “ de toutes les parties de E.

a. Comme son nom l'indique!

1

| ¢ Comme AcCE, il est évident que A€ Z(E)
¢ Nous allons donc définir ci-dessous des opérations agissant sur les éléments de 2 (E)

4

Déterminer 22(E) dans chacun des cas suivants :
1. E={1,2}
2. E={1,2,3}
3. E={1}
4. E=9¢
5. E=2({1})

Définition (complémentaire).}

Le complémentaire de A (dans E) est I'ensemble défini par :

A={xeE|x¢ A}

'\@/' Point de vue logique

La complémentarité ensembliste correspond a la négation logique :

VxeE, (xe A< x¢ A< non(xe€ A))

- @/' Diagramme de Venn

17



Définition (intersection).}

Lintersection de A et B est ’ensemble défini par :

AnB={x€E|xcAetxeB}

'\@/' Point de vue logique

Lintersection ensembliste correspond a la conjonction logique :

Vx€E, (xe AnNB<x€c Aetx€ B)

- @/' Diagramme de Venn

'/

| Si AnB=g,onditque A et B sont disjoints

Définition (union).}

Lunion de A et B est'ensemble défini par :

AUB={xeE|x€AouxeB}

'\@/' Point de vue logique

L'union ensembliste correspond a la disjonction logique :

Vx€E, (x€e AUB<=x€ Aouxe€B)

- @/' Diagramme de Venn

18



3. Regles opératoires

On considére encore A, B et C trois parties d'un ensemble E.

Par négation, conjonction et disjonction, on vérifie les propriétés suivantes :

,—[Propriété (idempotence).} N\
e ANA=A
e AUA=A

,—[Propriété (commutativité) ] N
e ANB=BnA
e AUB=BUA

,—[Propriété (associativité).] <
* An(BnC)=(AnB)nC
e AU(BuC)=(AuB)uC

1

| On peut alors supprimer les parenthéses lorsqu'il n’y a que des intersections (resp. unions)

Propriété (distributivité).

* An(BuC)=(AnB)U(ANC)
)=(AUB)n(AUC)

L]
=
C
)
)
9

Méme s’il existe des regles de priorités (d’abord complémentarité, puis intersection, et enfin union), on évitera de supprimer
les parentheses lorsqu’il y a différentes opérations

,—[Propriété (lois de Morgan) ] N\
e AnNB= E u E
e AUB=AnNnB

,—[Propriété (neutralité).] N
e ANE=A
e AUP=A

19



4. Deux autres opérations sur les parties d’'un ensemble : l1a différence et la différence symétrique

On considére A et B deux parties d'un ensemble E.

Définition (différence) }

La différence de A et B est 'ensemble défini par :

A\B=AnB
'\@C Diagramme de Venn
E
A B
Définition (différence symétrique).]
La différence symétrique de A et B est I'’ensemble défini par :
AAB=(AUB)\(ANnB)
~ @/' Diagramme de Venn
E

| 1. Montrer A\(BNC)=(A\B)U(A\Q)
2. Montrer AAB=C=— AuB=BuC

20



5. Produit cartésien

,—(Déﬁnition (produit cartésien).] iy

Le produit cartésien de deux ensembles E et F est ’ensemble défini par :
ExF={(x,y)|xeEetycF}
Un élément (x, y) d'un tel ensemble est appelé couple et vérifie :

(x,y)=(x,y)=x=xety=y

1
™

* Si E = F, on note plus légerement E? au lieu de E x E
¢ Le produit cartésien de trois ensembles E, F et G est défini par :

ExFxG=(ExF)xG

Ses éléments se nomment des triplets et se visualisent sous la forme (x, y, z) avec x dans E, y dans F et z dans G
¢ Plus généralement, on définit par récurrence le produit cartésien de n = 3 ensembles Ej, Eo, ..., Ej, :

El X"'XEnfl xEn:(El X-“XEn,l)XEn

Ses éléments se nomment des n-uplets et se visualisent sous la forme (x;, xp, ..., x,) avec x; dans E;

N ! 7/
'@'Au niveau des BDD

On considere le contenu d’'une table de colonnes Cj, Cs,...,C; a un instant donné.
Une ligne peut étre modélisée par un n-uplet (x1, x2,...,X,).

Lensemble des lignes apparait alors comme une partie du produit cartésien Ej x E» x --- x E, ou E; désigne le domaine de C;
c’est a dire 'ensemble des valeurs possibles, a priori, pour un élément x; de C;.

21



III. Relation binaire de E vers FF

On considere E, F et G des ensembles.

1. Définition et représentations

Définition (relation binaire de E vers F).}

Une relation binaire de E vers F est un triplet Z = (E, F, U) ou U désigne une partie de E x F.

e E estappelé 'ensemble de départ et F celui d’arrivée

e Par abus 4, on dit qu’'une relation binaire de E vers F est (tout simplement) une partie de E x F (le U de la définition)

¢ Pour définir une telle relation, on note :

VXeENVYyeExZy<—= (x,y)eU
x Z y selit « x est en relation avec y »
» Lorsque x n'est pas en relation avec y, on note : x % y
a. lorsqu’il n'y a pas d’ambiguité sur E et F

Y ! 4
'@'Diagramme sagittal

On considere la relation binaire % = (E, F,U) avec E = {a, b,c,d}, F = {1,2,3,4} et U = {(a, 1),(a,2),(b,3), (c,2)}.

74
E

F

-
]

N ! 7
'@' Diagramme cartésien

On consideére encore la relation binaire % = (E,F,U) avec E ={a,b,c,d}, F ={1,2,3,4} et U = {(a, 1), (a,2),(b,3), (c, 2)}.
[ [ [ [
4 | |
r.; 3l (b‘?)) i
2
8 (a,Z) (Cyz)
=t 2 - [ J { ] —
[<5]
1
i (@1) |
| | | |
a b c d
ensemble E
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4

On consideére E = {0,1,2,3,4}, F = {-2,-1,0,1,2} et Z la relation binaire de E vers F définie par :
VX€EENYEE xRy x=y*

Compléter les diagrammes ci-dessous :

R

27 -

ey 1 i
2
Q

Eof :
3
5

-1+ |

—2 |

| | | | |

ensemble E

2. Fonction et application

Définition (fonction) }

Une fonction est une relation binaire ou tout élément au départ est en relation avec au plus un élément a I'arrivée.

4

On considére encore E ={0,1,2,3,4}, F ={-2,-1,0,1,2} et Z la relation binaire de E vers F définie par :
VX€EVYyeE xRy x=y

1. Z est-elle une fonction de E vers F?

2. Apartir de %, on peut définir une nouvelle relation de F vers E appelée «relation réciproque de % », et notée 2! :
VyeEVXE€E, yR 'x = xRy

(a) Représenter le diagramme sagittal de %2!.

(b) %! est-elle une fonction de F vers E?

(c) A quelle condition une relation réciproque est-elle une fonction?

1
™

¢ Une fonction se note en général f plutot que %, et on écrit y = f(x) plutétque x f y
e Lorsque y = f(x), ondit que:

— y estl'image de x par f ou encore y estlavaleur de f en x

— x estun antécédent de y par f

En fait, une fonction f de E vers F se note :

f: E — F
x — fx

En Mathématiques, il est commun de définir une fonction f en donnant I'expression permettant de « calculer » f(x)
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4

\.

,—[Déﬁnition (ensemble de déﬁnition).}

On considére E = F = {0,0.5, 1,2} et f la fonction définie par:

f: E — F
1
X —_— —_—
X
1. Est-il toujours possible de « calculer » f(x)?
2. Compléter les diagrammes suivants.
R
E F 2
<8
<
Q0
£ 1
s
§ 05[]
0 -
| | |

\
0 05 1 2

ensemble E

Lensemble de définition d'une fonction f de E vers F est constitué des éléments au départ possédant une image :

P ={x€E| f(x) existe}

,—[Déﬁnition (application).]

Une application est une fonction ot tout élément au départ posséde une image.

¢ Une application désigne en fait une fonction o1 'ensemble de définition est 'ensemble de départ tout entier
¢ En Mathématiques, on ne s'intéresse qu’aux applications ¢

¢ En Informatique, on parle de «fonction totale » plutét que d’application, et de « fonction partielle » plutét que de
fonction. Cette derniére notion y est d’ailleurs trés présente : un programme définit en général une « fonction partielle »
car on ne peut pas limiter le domaine du parametre en entrée (excepté son type éventuellement), ce qui ne doit pas

I'empécher de respecter la spécification qui peut, quant a elle, limiter le domaine du parametre en entrée.

e En BDD, une clé étrangere traduit une relation fonctionnelle de la table contenant la clé vers la table référencée par la

clé. Avec une contrainte d’existence sur la clé (valeur NULL non autorisée), cette fonction devient une application.

,—[Déﬁnition (injection).]

a. Dans I'étude d'une fonction, on commence toujours par déterminer son ensemble de définition pour s’y restreindre!

Une application de E vers F est injective si tout élément a ’arrivée admet au plus un antécédent, autrement dit si deux
éléments différents au départ ont des images différentes :

Vx,x' €E, x#x = f(x) # f(x)
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1

Vx,x €E, f(x)= f(x) = x=x'

‘ ¢ Pour démontrer I'injectivité d'une application, on préfere la contraposée :

¢ Une application est injective si elle ne prend jamais deux fois la méme valeur

4

Revenons sur notre premiere relation :

1. Z est-elle une fonction?
2. Onretire de Z le couple (a, 1).
(a) Obtient-on une fonction?
(b) Obtient-on une application?
(c) Onretire de E I'élément d.
i. Obtient-on une application?
ii. Est-elle injective?
iii. Larelation réciproque est-elle une fonction?
3. Onretire “ de Z le couple (a, 2).
(a) Obtient-on une fonction?
(b) Obtient-on une application?
(c) Onretire de E I’élément d.
i. Obtient-on une application?
ii. Est-elle injective?

iii. Larelation réciproque est-elle une fonction?

—
-

iv. Larelation réciproque est-elle une application?

v. A quelle condition la relation réciproque serait-elle une application?

a. Les modifications réalisées dans la question 2. ne sont évidemment plus valables

Définition (surjection).]

Une application de E vers F est surjective si tout élément a I’arrivée posséde au moins un antécédent :

VyeF 3x€E, y= f(x)

1

| Une application est surjective si elle prend toutes les valeurs a I'arrivée
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Définition (bijection).]

Une application de E vers F est bijective si tout élément a I'arrivée posséde exactement un antécédent :

VyeF Alx€E, y=f(x)

1

| Une application est bijective si elle prend toutes les valeurs a I'arrivée une fois et une seule

,—[Déﬁnition (application réciproque d'une bij ection).}

Lorsqu'une application f de E vers F est bijective, on peut définir son application réciproque par :

f't F — E
y — x telque y=f(x)

r

« Cette application ! est également bijective et (f™1) ™' = f

‘  Limage de y par f~! est son unique antécédent par f
¢ Cette définition coincide avec celle de relation réciproque

B

Contrairement a 2! qui est toujours bien définie, f~! n’existe pas si f n’est pas une application bijective

4

On considére 'application f définie par :
f+ N — N*
n — n+l

Montrer que f est bijective et préciser f~1.

,—[Propriété (caractérisation d'une bijection) ]

Une application de E vers F est bijective si et seulement si elle est injective et surjective.

,—[Déﬁnition (composition).]

Etant données deux applications f: E — F et g: F — G, la composée de g par f est 'application définie par :

gef: E — G
x — g(fw)

[N

| Lacomposition est associative, mais pas commutative
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,—[Propriété (autre caractérisation d’'une bijection).]

Une application f : E — F est bijective si et seulement s'il existe une application g: F — E telle que :
geof=1Idg et fog=Idr

Dans ce cas, g est 'application réciproque de f.

r

1
N

Idg est'application «identité sur E » définie par :

Idg: E — E

X — X
| Les deux égalités sont nécessaires (cf. exercice suivant)
On consideére f et g les applications définies par :
f: N — N et g: N — N
k — 2k k k/2 sik est pair
(k—1)/2 sik estimpair

1. Montrer que f est injective mais pas surjective.
2. Montrer que g est surjective mais pas injective.

3. Montrer que go f = Idy mais fog # Idy

3. Image directe et image réciproque

On considére une application f: E — F.

Définition (image directe).}

Limage directe de A c E par f est la partie de F définie par :

fA={yeF|3xeA y=f}={f(x) | xe A}

1

f(A) est’ensemble des images des éléments de A

En particulier, f(E) qui désigne ’ensemble des valeurs prises par f est appelée «'image de f » et notée Im(f)
Lapplication f: E — F est surjective si et seulement si Im(f) = F

En restreignant I’ensemble d’arrivée d'une application a son image, on peut toujours la rendre surjective

—
L] L] L] L]

Définition (image réciproque).]

Limage réciproque de B c F par f estla partie de E définie par :

flB)={xeE| f(x) e B}
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* Cette notation ne présume pas de 'existence de f~! autrement dit f~!(B) existe méme si f n’est pas bijective

‘ o f ~1(B) est'ensemble des antécédents des éléments de B
 Heureusement, si f est bijective, I'image réciproque de B par f coincide avec 'image directe de B par

4

On considére I'application f définie par :
f: R — R
X — X

no

1. Déterminer Im(f), f([-1,21) et f~([1,4[)
2. f est-elle surjective? f est-elle injective?
3. Montrer la bijectivité de I'application f, induite * par f, définie par :

f: Ry — Ry

x — x2

Préciser 'application réciproque de f.

4. Déterminer (f) " (14,91)

a. La «formule » ne change pas, seuls les ensembles de départ et d’arrivée sont modifiés

4. Dénombrement (hors programme)

La notion de cardinal

,—[Déﬁnition (ensemble fini - cardinal).]

L'ensemble E est fini s'il est en bijection avec 'ensemble ? {1, ..., n} pour une certaine valeur de n € N.
Ce naturel n est alors unique, il s’appelle le cardinal de E et se note Card(E).

a. Par convention, on considere que {1,...,0} = @

e L'ensemble {1,..., n} est aussi désigné par [1, n]
e Ennotant ¢ : [1, n] — E une telle bijection, et en posant x; = ¢(i), on obtient une « description » de E :

E:{xl,...,xn}

¢ Lorsque E n'est pas fini, on dit dit qu’il est infini %, et on note Card(E) = +oo

a. Parmi les ensembles infinis, ceux qui sont en bijection avec N sont appelés les ensembles dénombrables.
Une telle bijection fournit alors une « description » de la forme :
E={xg,x1,%2,...}

,—(Propriété (cardinal d’'une union).]

Soit A, B deux parties de E.
Si A et B sont finies, alors AU B et An B le sont aussi, etona:

Card(AuB) =Card(A)+Card(B)—Card(An B)
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¢ Sans déterminer An B, on peut toujours affirmer :

Card(AUB) <Card(A)+Card(B)
¢ Si A et B sont disjointes, on a évidemment :

Card(AuB)=Card(A) +Card(B)

¢ En particulier, avec B = A, il vient :

Card(E) = Card(A)+ Card(A)

,—[Propriété (cardinal d’'une partie) ] N\

Soit A une partie de E.
Si E est fini, alors Al'est aussi et Card(A) < Card(E).
De plus, A = E si et seulement si Card(A) = Card(E).

\ J

,—[Propriété (condition nécessaire de bijectivité) ] N\

Soit f: E — F une application.
* Si f estinjective et F fini, alors E I'est aussi et Card(E) < Card(F)
* Si f est surjective et E fini, alors F 'est aussi et Card(E) = Card(F)
* Si f est bijective et 'un des ensembles (E ou F) fini, alors 'autre I'est aussi et Card(E) = Card(F)

1
™

Pour qu’'une application entre deux ensembles finis soit bijective, il faut qu'’ils aient le méme cardinal. Cette condition n’est
pas suffisante 4, mais lorsqu’elle est remplie, on dispose d'une caractérisation « efficace » de la bijectivité.

a. Savez-vous le prouver?

Propriété (caractérisation « efficace » d'une bijection) ]

Soit f : E — F une application avec Card(E) = Card(F) < +oc. Alors,ona:

f bijective <= f injective <= f surjective

Cardinaux usuels

,—[Propriété (cardinal du produit cartésien) ] N\

Si E et F sont finis, alors E x F 'est aussi et Card(E x F) = Card(E) x Card(F).

\ J

,—[Propriété (cardinal de 'ensemble des parties) ] N\

Si E est fini, alors I'ensemble 2(E) de ses parties I'est aussi et Card (% (E)) = 2¢4rd(®)

4

| Démontrer cette propriété en identifiant une partie de E a un mot binaire de longueur Card(E).
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On consideére un ensemble E de cardinal 7 et un entier p inférieur (ou égal) a n.

Définition (p-liste) ]

Une p-liste formée d’éléments de E est un choix ordonné de p éléments de E avec répétition possible :

(x1,...,%p) avec x; € E

1

| Une telle p-liste s’identifie a une application de [1, p] vers E, x; désignant I'image de 'entier i.
Compter le nombre d’applications de [1, p] vers E revient donc a compter le nombre de p-listes.

,—[Propriété (nombre de p-listes) ]

Le nombre de p-listes formées d’éléments de E est n”.

\.

,—[Déﬁnition (p-arrangement) ]

Un p-arrangement formé d’éléments de E est un choix ordonné de p éléments de E sans répétition possible :

(x1,...,xp) avec x;€E et i#j= X;#X;

',

| Un tel p-arrangement s’identifie a une injection de [1, p] vers E, x; désignant 'image de l'entier i.
Compter le nombre d’injections de [1, p] vers E revient donc a compter le nombre de p-arrangements.

,—[Propriété (nombre de p—arrangements).}

Le nombre de p-arrangements formés d’élémentsde Eestnx (n—1) x--- x (n—p+1).

\

,—(Déﬁnition (permutation) ]

Une permutation de E est un n-arrangement formé d’éléments de E.

| Une telle permutation s’identifie a une bijection de [1, n] vers E, x; désignant I'image de l'entier i.
Compter le nombre de bijections de [1, ] vers E revient donc a compter le nombre de permutations.

,—[Propriété (nombre de permutations).]

Le nombre de permutationsde Eestnx (n—1) x:--x2x1=n!

\.

,—[Déﬁnition ( p-combinaison).]

Une p-combinaison formée d’éléments de E est un choix non ordonné de p éléments de E sans répétition possible :

{x1,..,xp} avec x;€E et i#]=x#xj
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4

Une telle p-combinaison s’identifie a une partie de E a p éléments.
Compter le nombre de parties de E a p éléments revient donc a compter le nombre de p-combinaisons.

,—[Propriété (nombre de p-combinaisons).] N

Le nombre de p-combinaisons formées d’éléments de E est :

nxn-1)x---x(n-p+1) n! _|n
p! ~pln-p) \p

On considere I'alphabet X = {a, b, c, d}.

1.
2. Combien de mots de longueur 3, avec des lettres toutes distinctes, est-il possible de construire?
3.
4

. Combien de mots de longueur 3, avec des lettres toutes distinctes, est-il possible de construire, a une permutation pres

Combien de mots de longueur 3 est-il possible de construire?

Combien de mots de longueur 3, avec des lettres toutes distinctes et sans d, est-il possible de construire?

des lettres?
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IV. Relation binaire sur E

On considéere E un ensemble.

1. Définition et propriétés

Définition (relation binaire sur E).]

Une relation binaire sur E est une relation binaire de E vers E.

'\@C Diagramme sagittal
On considere la relation binaire sur E = {1,2,3,4} définie par U = {(2,1),(2,2),(3,1),(3,2),(3,3),(3,4),4,1),(4,2),(4,3)}.

R
E E
le (
2 > @2
3 F—.S
4 ® 4

Lorsque les ensembles au départ et a I'arrivée coincident, on préfere la représentation sous forme de « graphe “» :

a. On yreviendra dans un prochain module, mais on peut déja parler de sommets pour les éléments de E et d’arcs pour les couples de U

Dans la suite de cette section 1, % désigne une relation binaire sur E.

,—[Déﬁnition (réflexivité, symétrie, antisymétrie et transitivité).}

* Z estréflexive lorsque: Vx€ E, x Z x

* % estsymétrique lorsque:Vx,ye E, xZy—=y % x

* % est antisymétrique lorsque:Vx,y€E, xZy et yRX)=>x=Y
* % esttransitive lorsque: Vx,y,z€E, xRy et yR2)=—=>xRz

1

| Seule I'égalité vérifie ces quatre propriétés

32



,—[Propriété (caractérisation par le « graphe ») ]

* R estréflexive si et seulement si chaque sommet posséde une boucle

* Z est symétrique si et seulement si chaque arc est a double sens

* Z est antisymétrique si et seulement si aucun arc n'est a double sens (excepté les boucles éventuelles)

* Z est transitive si et seulement si pour chaque couple d’arcs adjacents, le « raccourci» est un arc du graphe

[N

Lantisymétrie n’est pas la négation de la symétrie.
* Donner un exemple de relation symétrique et antisymétrique
¢ Donner un exemple de relation ni symétrique, ni antisymétrique

4

Modifier (e moins possible) la relation 2 du début pour qu’elle soit (chaque cas est indépendant) :
¢ réflexive
e symétrique
e antisymétrique
¢ transitive

2. Une relation qui permet de « classifier » : la relation d’équivalence

Définition (relation d’équivalence).]

Une relation d’équivalence est une relation binaire réflexive, symétrique et transitive.

¢ Six ~ y, ondit que x et y sont « équivalents »
¢ Une relation d’équivalence se comprend souvent comme une égalité « modulo » certains criteres.

‘ * Si Z est une relation d’équivalence, on note souvent x ~ y plutoét que x 2 y
En réunissant entre eux les éléments équivalents, on définit le concept suivant.

Dans la suite de cette section 2, ~ désigne une relation d’équivalence sur E.

Définition (classe d’équivalence).]

La classe d’équivalence d'un élément x € E est 'ensemble des éléments de E équivalents a x :

Clx)={yeE|y~x}

1

| Lélément «privilégié » x qui permet de désigner sa classe d’équivalence est appelé un représentant de cette classe.

Propriété (partition) ]

Les classes d’équivalence forment une partition “ de E.

a. Elles sont non vides, disjointes deux a deux et leur union est égale a £
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Voici une relation d’équivalence et sa partition :

.4

On considere la relation binaire sur Z définie par :

VmneZ mAn<—3keZ m—-n=3k
Montrer que £ est une relation d’équivalence “.
b,

On note Z/3Z I'ensemble des classes d’équivalence

7132 =4{Cl0),CI(1),Cl(2)} = {0,1,2}

a. 1l s’agit de la congruence modulo 3 que I'on note souvent : m =7n mod 3
b. On choisit souvent le reste dans la division euclidienne par 3 comme représentant

3. Unerelation qui permet de « comparer » : la relation d’ordre

Définition (relation d’ordre).}

Une relation d’ordre est une relation binaire réflexive, antisymétrique et transitive.

1

* Si Z est une relation d’ordre, on note souvent x < y plutét que x 2 y

‘ ¢ Larelation < d’infériorité (au sens large) sur un ensemble de nombres est une relation d’ordre
¢ Six <y, ondit que x est « plus petit que » y ou que y est « plus grand que » x

,—[Déﬁnition (diagramme de Hasse).]

Un diagramme de Hasse est un « graphe allégé » spécifique aux relations d’ordre :
* les sommets sont positionnés du plus petit au plus grand ¢
* les boucles sont omises (sous-entendues par réflexivité)
e les raccourcis sont omis (sous-entendus par transitivité)

a. de la gauche vers la droite ou de bas en haut
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On considére E = {a, b, c} et Z la relation binaire sur 2 (E) définie par :
VA, BEP(E), AZXB<— AcB

1. Montrer que £ est une relation d’ordre.

2. Représenter son diagramme de Hasse (de bas en haut).

Dans la suite de cette section 3, < désigne une relation d’ordre sur E [,

,—[Déﬁnition (ordre total/partiel) ]

Lordre est total si tous les éléments de E sont « comparables » deux a deux :
Vx,yeE, x<y ou y=x

Sinon, l'ordre n’est que partiel.

1

| ¢ Larelation < d’infériorité (au sens large) sur un ensemble de nombres est un ordre total
¢ Larelation c d’inclusion (au sens large) sur 22(E) n’est qu'un ordre partiel

On considere enfin une partie A de E.

Définition (maximum) ]

S’il existe, le maximum de A est’élément de A plus grand que tous les autres :

max(A)e A et Vxe A x=<max(A)

',

¢ On définit de maniere analogue, s’il existe, le minimum (ou le plus petit élément) de A que I'’on note min(A)

‘ ¢ On parle aussi du plus grand élément de A
* un extremum est un maximum ou un minimum

4

Démontrer I'unicité du maximum de A.

Définition (majorant).]

Un élément M € E est un majorant de A s'il est plus grand que tous les éléments de A :

VxeA x<M

1

¢ On définit de maniere analogue un minorant de A
¢ S’il existe, le maximum de A est un majorant de A

[1]. On dit alors que E est ordonné
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,—[Déﬁnition (borne supérieure).]

Si elle existe %, la borne supérieure de A est le plus petit des majorants de A :

sup(4) =min({Me E| Vxe A, x= M}

a. Elle est définie comme le minimum d’une partie

'/

¢ Sile maximum de A existe, la borne supérieure de A aussi et les deux coincident

‘ ¢ On définit de maniere analogue, si elle existe, la borne inférieure de A que I’on note inf(A)
* Silaborne supérieure de A existe et si elle est dans A, le maximum de A existe aussi et les deux coincident

Définition (élément maximal).}

Un élément M’ € A est maximal dans A s'il n’existe pas d’élément dans A plus grand que lui :

VxeA M <x=x=M

1

¢ S’il existe, le maximum de A est maximal dans A

‘ * On définit de maniere analogue un élément minimal dans A
e Lorsque l'ordre est total, un élément maximal dans A estle maximum de A

4

On reprend la relation d’inclusion sur 2 (E) avec E = {a, b, c}.
1. Lensemble £?(E) admet-il un maximum (resp. minimum) ?
2. On considere A= 22(E) \ {E}.
(a) Lapartie Aadmet-elle un minimum?
(b) Lapartie A admet-elle un maximum?
(c) Lapartie A admet-elle une borne supérieure?
(d) Lapartie A admet-elle des éléments maximaux?
3. On considere B = {¢, {a}, {b}}-
(a) Lapartie B admet-elle un minimum?
(b) La partie B admet-elle un maximum?

(c) Lapartie B admet-elle une borne supérieure?

(d) Lapartie B admet-elle des éléments maximaux?
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Annexe - Raisonnements et démonstrations
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Dans cette annexe, nous présentons %! les raisonnements de base utilisés en Mathématiques, accompagnés de leur rédaction °! W .

Pour démontrer une assertion & c’est a dire montrer que 22 est vraie

Propriété (par déduction).}

On détermine une assertion vraie 2 telle que « 2 — & » soit vraie.

Lorsque I'implication « 2 = 22 » est vraie, on dit que :
* 2 estune condition suffisante pour avoir &
* ou encore, il suffit d’avoir £ pour avoir &
Mais, on dit aussi que :
e & est une condition nécessaire pour avoir 2
¢ ou encore, il faut avoir & pour avoir 2

Limplication vraie « 2 = 22 » peut représenter une propriété du cours exprimée sous la forme «Si 2 , alors &2 ».
En montrant que I’ hypothese 2 est vraie, on est bien certain que la conclusion £ le soit aussi (savez-vous pourquoi?)

On pourra évidemment utiliser un « enchainement d’implications ».

[N

| Ne surtout pas utiliser le connecteur logique « = » a la place du mot « donc » dans une démonstration par déduction.
En général, on évitera de mélanger dans une méme phrase le langage mathématique et le langage commun.

4

2 est vraie
Or @ = &7 est vraie
Donc £ est vraie

Plus simplement 4, on écrira :
2

Oor9 =
Donc &2

a. Enlogique, on doit toujours préciser la valeur de vérité d'une assertion (elle peut étre soit vraie, soit fausse). En Mathématiques, lorsque 'on écrit une
assertion sans préciser sa valeur de vérité, c’est qu’elle est vraie! Par exemple, on n'écrit pas « Yx € R, e* > 0 est vraie », mais simplement « Yx € R, e* > 0».
Des a présent, sauf dans les explications des raisonnements logiques qui suivent (pour un maximum de clarté), on préferera ce langage simplifié.

4

1. Démontrer «In(m) > 0» en utilisant? « 7 > 1 = In(7) > 0 ».

2. Limplication « 7 <1 = In(r) > 0» est-elle vraie? Permet-elle de démontrer «In(x) > 0»?

a. 1l est entendu que cette implication est vraie

Propriété (par équivalence).}

On détermine une assertion vraie 2 telle que « &2 <= 2 » soit vraie.

[2]. Cette présentation est inspirée de I'excellent document, rédigé par Christophe Bertault, disponible ici
[3]. Vous profiterez également de la lecture du Petit manuel de bonne rédactiot?_}%crit par le méme auteur


http://christophebertault.fr/documents/coursetexercices/Cours%20-%20Raisonner,%20rediger.pdf
http://licence-math.univ-lyon1.fr/lib/exe/fetch.php?media=a15:math3:petit_manuel_de_bonne_redaction.pdf

Lorsque I'équivalence « 22 < 2 » est vraie, on dit que :
* 2 estune condition nécessaire et suffisante pour avoir &2
¢ ou encore, il faut et il suffit d’avoir £ pour avoir &

L'équivalence vraie « 2 <= 2 » peut représenter une propriété du cours appelée caractérisation.
En montrant que £ est vraie, on est bien certain que €2 le soit aussi (savez-vous pourquoi?)

Cette technique est a privilégier lorsque la démonstration de &2 n’est pas « évidente ». Elle permet en fait de transformer
I'assertion a démontrer 22 en une assertion ayant méme valeur de vérité 2 mais plus simple a démontrer!

P =2
Or2
Donc &2

Pour rappel, cela signifie :

P — 2 estvraie
Or 2 est vraie

Donc £ est vraie

4

Démontrer « La fonction carrée est décroissante sur | — oo, 0] » en utilisant ¢ la caractérisation :

(x — x° est décroissante sur ] —o0, 0]) — (Vx €] —00,0], 2x < 0)

a. Laencore, il est entendu que cette équivalence est vraie, c’était le dernier rappel;)

Propriété (par disjonction de cas) }

On détermine une assertion 2 telle que « 2 = 2 » et « non(L) = £ » soient toutes les deux vraies.

Ny

Q

Cette technique est a privilégier lorsque 'on a besoin « d’augmenter les hypothéses » sans pour autant perdre en généralité.
Souvent, la difficulté réside dans le fait de trouver le « bon £ » permettant de démontrer les deux implications .

a. On pourra revenir sur la rédaction suivante lorsque I’on aura vu comment démontrer une implication

4

1°f cas : supposons 2

Montrons &
} Preuve de &2

2¢ cas : supposons non(2)

Montrons &2
} Preuve de 2

| On peut aussi généraliser a plus de deux cas, pas obligatoirement disjoints mais couvrant toutes les possibilités
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Démontrer « La somme d’un entier naturel et de son carré est un nombre pair ».

Etant donné n un entier naturel %, on peut considérer les deux cas « 2 » et «non(2) » ot 2 désigne I'assertion « n est pair »
c'estadire « Ik €N, n =2k » ou encore « n est de la forme 2k avec k un entier naturel ».

a. On yreviendra lorsque I'on aura vu comment démontrer une quantification universelle. En effet, I'’assertion se formalise de la maniere suivante :
VneN, IKeN, n+n® =2K
— ———m——

n+n? est pair

On peut déja remarquer que dans I'expression « un entier naturel », 'article « un » est indéfini autrement dit 'entier naturel est bien quelconque.

Propriété (par 'absurde) }

On détermine une assertion fausse 2 telle que « non(2?) = 2 » soit vraie.

| Justifier ce raisonnement a I'aide de la table de vérité de I'implication « non(%?) = 2 ».

| Cette technique est a privilégier lorsque I'on a I'intuition que 22 ne peut pas étre fausse.
La difficulté est évidemment de mettre la main sur une contradiction, il faut accepter de chercher un peu.

Raisonnons par I'absurde, et supposons non(Z?).

} Recherche d’'une contradiction

On en déduit £
Or non(2)
Donc &2

4

Démontrer « Un entier naturel ne peut pas étre a la fois pair et impair ».

Etant donné n un entier naturel, on va supposer qu'il est a la fois pair et impair, puis chercher une contradiction.

Pour démontrer une implication « 2 — 2 »

Propriété (directement) ]

On suppose £ vraie, et on montre que 2 1’est aussi.

Supposons &
Montrons 2
} Preuve de 2

4

| Etant donné un réel x € [0,1], démontrer « x — x> e N=x=0o0u x=1»
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Propriété (par contraposition) ]

On démontre « non(2) = non (%) ».

',

| Cette technique est a privilégier lorsque non(2?) est plus facile 8 démontrer que 2

4

Raisonnons par contraposition, et supposons non(<2)
Montrons non(2?)

} Preuve de non(%?)

4

| Etant donné 7 un entier naturel, démontrer « n? pair = n pair ».

Pour démontrer une équivalence « 22 <= 2 »

Propriété (directement) ]

On utilise une « suite d’équivalences » en modifiant peu a peu &2 en 2.

| Se méfier des fausses équivalences

A

10l

4

| Ftant donné un réel x strictement positif, démontrer « (x* —4x +3)(1-Inx) =0 <> x=1oux=3oux=e»

Propriété (par double implication) ]

Ondémontre « 2 —= Q»et« Q2 = P »

_@_
I

Cette technique est a privilégier lorsque la méthode directe ne convient pas (c’est tres souvent le cas)
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Montrons  — 2 :

Supposons &
Montrons 2
} Preuve de 2

Montrons 2 — &2 :

Supposons £
Montrons &
} Preuve de &

4

| Etant donnés deux réels x et y, démontrer « x* + y? =0 = x=0et y = 0».

Pour démontrer une disjonction « 2 ou 2 »

Propriété (en niant 'une des deux).}

On démontre I'assertion logiquement équivalente « non(2?) = 2 ».

Supposons non(Z?)
Montrons 2
} Preuve de 2

4

| Etant donné un réel x, démontrer « x2 > 1 ou (x—2)2=>1»

Pour démontrer une quantification universelle « Vx € E, 22 (x) »

Propriété (en introduisant une Variable).]

On considere un x quelconque de E que I'on fixe le temps de la preuve, et on montre que £2(x) est vraie.

[N

Le langage commun « masque » parfois la quantification universelle.
Par exemple, 'exercice précédent consiste en fait a démontrer :

VxeR, [xzzlou (x—2)221)

On peut aussi revenir sur I'exercice qui s'intéresse a la parité de la somme d’un entier naturel avec son carré.

A

Soit xe E
Montrons £ (x)

} Preuve de 2 (x)
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4

| Démontrer « Vx € R,

IA

N =

x2+1

Pour démontrer une quantification existentielle « 3x € E, 2 (x) »

Propriété (de maniere constructive).j

On détermine (concretement) un x qui convient.

1
™

Cette méthode permet, en particulier, de montrer qu'une quantification universelle est fausse.
Le x qui convient est alors un contre-exemple!

4

Posons% x =...
Vérifions 2 (x)
} Vérification de 2 (x)

a. Trouver un x qui convient n'est pas toujours évident, ni méme faisable

4

1. A-t-on«VxeR, x> = x»?
2. Démontrer«Vx,yeR, zeR, z>x+y»“

3. A-t-on«3JzeR, Vx, yeR, z>x+y»?

a. Par abus, on regroupe x et y derriére le méme quantificateur V au lieu de :

VXeR, VyeR, IzeR, z>x+y

Propriété (de maniere théorique).}

On montre qu’il est possible de trouver un x qui convient, sans pour autant étre capable de le déterminer.

On pourra penser, par exemple, a la propriété de Cauchy ¢ qui fournit un tel x. Cet élément n’est pas connu de maniére exacte,
mais il peut étre approché par des méthodes d’analyse numérique présentées dans le module d’analyse au semestre 2.

a. Soit f une fonction réelle continue sur un intervalle I, et a < b deux réels dans I.

Si f(a)f(b) <0, alors Ac€la, b, f(c)=0

Autrement dit, une fonction continue qui change de signe s’annule en un point (au moins)
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Pour démontrer I'existence et 'unicité «3! x € E, Z2(x) »

,—[Propriété (séparément).]

On montre I'existence (il en existe au moins un) et I'unicité (il en existe au plus un) dans I'ordre qui nous arrange “.

a. Lorsquel'on ne parvient pas a déterminer un x qui convient, on peut commencer par l'unicité qui permet en fait de déterminer le seul candidat
possible! Montrer I’existence consiste alors a vérifier que ce candidat convient. Cette technique qui consiste a rechercher d’abord tous les candidats
possibles, pour ensuite ne garder que ceux qui conviennent est appelée le raisonnement par analyse-synthése. On y reviendra plus tard.

4

¢ Si on commence par I'existence
Existence :

Posons x =...
Vérifions 22 (x)
} Vérification de 2 (x)

Unicité ¢ :

Soit x,x' € E
Supposons & (x) et 2(x')
Montrons x = x’

} Preuve de x = x’
¢ Si on commence par 'unicité
Unicité :

Soitx € E
Supposons & (x)

} On cherche des conditions nécessaires sur x pour avoir 2(x)

Doncx=...

Existence :

Posons? x = ...

Vérifions 2 (x)
} Vérification de £ (x)

a. En fait, 'unicité se formalise de la maniére suivante :

vx,x' €E, (?)”(x) etP(x)=x= x’)

b. Onreprend évidemment le seul candidat possible issu de 'unicité

4

| Démontrer « 3! x € Ry, x* =1 » en commencant par I'existence.
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Pour démontrer une quantification universelle sur les entiers naturels « Vn € N, 2(n) »

,—[Propriété (par récurrence) ]

On utilise I'implication suivante ¢ :

( 20 et (YneN, @) = 2(n+1))| = (¥neN, 2n)

Initialisation Hérédité

a. 11 s'agit du principe de récurrence

¢ Cette technique est a privilégier lorsque la démonstration directe® n’aboutit pas
¢ On peut généraliser :

— en initialisant a un entier ng >0

— en considérant une récurrence « forte » voire multiple ”

a. Considérer un n quelconque de N et montrer 2 (n)
b. Cela sort du cadre de ce cours

Initialisation :

Vérifions 22(0)
} Vérification de 2(0)

Hérédité :

SoitneN

Supposons * 2 (n)

Montrons £ (n+ 1)
} Preuve de Z(n+1)

a. 11 s'agit de 'Hypothese de Récurrence (HR)

4

| On considere la suite (1), définie par: ug=1et VneN, uy1 = 2u,.
Démontrer « VR eN, u, =2"».
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