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A propos de ce document

@ Pour naviguer dans le document, vous pouvez utiliser :

o le menu (en haut d gauche)
o |'icone en dessous du logo IUT
o les différents liens

@ Pour signaler une erreur, vous pouvez envoyer un message a |'adresse suivante :
anthony.ridard@univ-ubs.fr
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Définition et inclusion

@ Définition et inclusion
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Définition et inclusion

Définition (ensemble)

Un ensemble est une collection d'objets appelés éléments de cet ensemble.

o Pour signifier I'appartenance (resp. la non appartenance) d'un élément x a
un ensemble E, on écrit :

x€E (resp.x¢E)

@ L’ensemble ne contenant aucun élément est appelé I'ensemble vide, et est
noté @
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o Un ensemble @ peut &tre défini :

o en extension? : E=1{1,2,3}

o en pseudo-extension € : E={1,3,5,7,9,...}
e Dans un ensemble :

e il n'y a pas de doublon (deux fois le méme élément)

o l'ordre d’écriture des éléments n’a pas d'importance : {1,2,3}=11,3,2}
@ Méme si les éléments d'un ensemble peuvent &tre a priori de natures

différentes 9, ca n’arrive pas en Mathématiques €

. Toujours noté avec des accolades
. Ses éléments sont explicitement décrits

n T o

. Certains éléments sont sous-entendus et remplacés par ...
d. Ce n'est pas rare en Informatique théorique ol le formalisme mathématique est d'ailleurs
trés présent !

e. On verra pourquoi plus tard avec la notion de structure algébrique.
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Définition et inclusion

Définition (inclusion - partie)

Un ensemble F est inclus dans un ensemble E si tous les éléments de F appartiennent

a E.

On notera alors F c E, et on dira que F est une partie ou un sous-ensemble de E.

[N

Nous manipulerons des ensembles de nombres

Vannes

[~

Mais aussi des ensembles de couples, de fonctions, de suites, de matrices, ...
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Définition et inclusion

Ny

'@/' Point de vue logique

L’inclusion ensembliste correspond a I'implication logique :

(FcE)< (VxeF, xe E)e—= (xe F=x€E)

W Pour démontrer Fc E

Soit xe F
Montrons x€ E

Preuve de xe E
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Définition et inclusion

Cette notion fournit une autre maniére de définir un ensemble lorsqu'il s'agit
d’une partie :
F={xeE | 2(x)}

Autrement dit,
Vx€eE, (x€ F < 2(x))

Cette définition de I'ensemble F est dite en compréhension ¢

a. Ses éléments ne sont pas explicitement décrits, mais sont déterminés par une condition
(nécessaire et suffisante) d’appartenance
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Définition et inclusion

4

I Démontrer {x€R | Ay €Ry, x =y} cR.
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Définition et inclusion

Définition (égalité)

Deux ensembles sont égaux s'ils possédent exactement les mémes éléments.

Y ! 4
'@' Point de vue logique
L'égalité ensembliste correspond a I'équivalence logique :

(E=F)<—= (xe E<=x€F)
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Définition et inclusion

Propriété (double inclusion)

(E=F)<(EcFetFcE)

| Cette caractérisation fournit une méthode pour démontrer I'égalité entre deux
ensembles
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Définition et inclusion

4

I Démontrer {xeR | Yy €Ry, x<y}=R_.
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Définition et inclusion

gRaisonner par analyse-synthése

Résoudre dans R I'équation x = vV4x+5, autrement dit déterminer I'ensemble des

solutions :
y:{XER | x:\/4x+5}

D’abord (analyse), on recherche tous les candidats possibles de sorte que
& < {candidats possibles}.

Ensuite (synthése), on ne garde que les candidats qui conviennent de sorte que
& = {candidats qui conviennent}.

Pour un modéle de rédaction, on pourra se reporter a la démonstration de |'unicité
puis de I'existence.
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Opérations sur les parties d'un ensemble

© Opérations sur les parties d'un ensemble

On considére A, B et C trois parties d’'un ensemble E.
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Opérations sur les parties d'un ensemble

Définition (ensemble des parties)

L’ensemble des parties de E, noté Z(E), est constitué? de toutes les parties de E.

a. Comme son nom l'indique!

o Nous allons donc définir ci-dessous des opérations agissant sur les

| o Comme AcE, il est évident que Ae Z(E)
éléments de 2(E)
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Opérations sur les parties d'un ensemble

4

Déterminer 2(E) dans chacun des cas suivants :

0 E={1,2}
Q@ E={1,2,3}
o E={1}
Q E=9p
0 £=2({1})
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Opérations sur les parties d'un ensemble

Définition (complémentaire)

Le complémentaire de A (dans E) est I'ensemble défini par :

Z:{XEE | x¢ A}

Y ! 4
'@' Point de vue logique
La complémentarité ensembliste correspond a la négation logique :

VxeE, (xe A= x¢ A<= non(xeA))
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Opérations sur les parties d'un ensemble

! 4
'\@'Diagramme de Venn
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Opérations sur les parties d'un ensemble

Définition (intersection)

L'intersection de A et B est I'ensemble défini par :

AnB={x€eE | xe Aetxe B}

N ! 7
'@' Point de vue logique
L’intersection ensembliste correspond a la conjonction logique :

Vx€eE, (xe AnB<=xeAetxeB)
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Opérations sur les parties d'un ensemble

o

'@'Diagramme de Venn

',

| Si AnB=g, on dit que A et B sont disjoints
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Opérations sur les parties d'un ensemble

Définition (union)

L'union de A et B est I'ensemble défini par :

AuB={x€E | xe Aouxe B}

N ! 7
'@' Point de vue logique
L’'union ensembliste correspond a la disjonction logique :

VxeE, (xe AUB<=xeAouxeB)
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Opérations sur les parties d'un ensemble

! 4
'\@'Diagramme de Venn

Vannes

UniversiBrtgne st

23/36



Régles opératoires

© Reégles opératoires

Vannes

On considére encore A, B et C trois parties d'un ensemble E. ; .
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Régles opératoires

Par négation, conjonction et disjonction, on vérifie les propriétés suivantes :

Propriété (idempotence)

e AnA=A

o AUA=A y
Propriété (commutativité)

e AnB=BnA

e AuB=BUA y
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Régles opératoires

Propriété (associativité)
e An(BnC)=(AnB)n
e Au(BuC)=(AuB)u

C
C

',

On peut alors supprimer les parenthéses lorsqu’il n'y a que des intersections (resp.
unions)
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Régles opératoires

Propriété (distributivité)
e An(BuC)=(AnB)u(AnC)
o Au(BnC)=(AuB)n(AuC)

[N

Méme s'il existe des régles de priorités (d'abord complémentarité, puis
intersection, et enfin union), on évitera de supprimer les parenthéses lorsqu'il
y a différentes opérations
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Régles opératoires

Propriété (lois de Morgan)

AnB
AuB

| Wl

° =AU
° =An

\.

Propriété (neutralité)
o AnE=A
o Aug=A

A
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Deux autres opérations sur les parties d'un ensemble : la différence

© Deux autres opérations sur les parties d'un ensemble :

symétrique

On considére A et B deux parties d'un ensemble E.

la différence et la différence
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Deux autres opérations sur les parties d'un ensemble : la différence

Définition (différence)

La différence de A et B est I'ensemble défini par :

A\B=AnB

N

'@'Diagramme de Venn
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Deux autres opérations sur les parties d'un ensemble : la différence

Définition (différence symétrique)

La différence symétrique de A et B est |I'ensemble défini par :

AAB=(AuB)\(AnB)

! 4
'\@'Diagramme de Venn
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Deux autres opérations sur les parties d'un ensemble : la différence

4

| © Montrer A\(BnC)=(A\B)U(A\C)
@ Montrer A B=C=AuB=BuC
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Produit cartésien

@ Produit cartésien
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Produit cartésien

Définition (produit cartésien)

Le produit cartésien de deux ensembles E et F est I'ensemble défini par :
ExF={(xy) | xeEetyeF}
Un élément (x,y) d'un tel ensemble est appelé couple et vérifie :

(xy)=(x,y)=x=x"ety=y'
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Produit cartésien

o Si E=F, on note plus légérement E? au lieu de ExE
o Le produit cartésien de trois ensembles E, F et G est défini par :

ExeG:(ExF)xG

Ses éléments se nomment des triplets et se visualisent sous la forme
(x,y,z) avec x dans E, y dans F et z dans G

o Plus généralement, on définit par récurrence le produit cartésien de n=3
ensembles Eq,Ep,...,Ep :
E{x--xE,_1xEp= (El X eoe X En—l) x Ep

Ses éléments se nomment des n-uplets et se visualisent sous la forme
(x1,x2,...,xn) avec x; dans E;
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Produit cartésien

N ! 4
‘@'Au niveau des BDD

On considére le contenu d’une table de colonnes Cq, Gy, ..., C, a un instant donné.

Une ligne peut &tre modélisée par un n-uplet (xq,x2,...,Xn).
L'ensemble des lignes apparait alors comme une partie du produit cartésien

Eqy xEp x---x E, ot E; désigne le domaine de C; c'est a dire I'ensemble des
valeurs possibles, a priori, pour un élément x; de C;.
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