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Université Bretagne Sud A Ridard

Exercice 1 (relation de commensurabilité).
On consideére la relation binaire sur [0, +oo[ définie par:

Vx,y€[0,4oc0l, x ~ y<=3k,leN", kx=1y

1. Montrer que ~ est une relation d’équivalence .
2. Décrire la classe d’équivalence de x € [0, +ool.
3. A-t-on v2€ CI(1)?

Exercice 2. ﬁw@ﬂ“

Soit E, F deux ensembles et f : E — F une application.
On consideére la relation binaire sur E définie par:

Vx,yeE, x ~ y<= f(x)=f(y)

1. Montrer que ~ est une relation d’équivalence.

2. Décrire la classe d’équivalence de x € E que I'on notera x.
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3. Dans cette question, on suppose que E, F sont des espaces vectoriels et que f est une application linéaire.

(a) Reformuler la relation d’équivalence ~ al’aide du noyau de f.

(b) Onnote E/Ker(f) 'ensemble des classes d’équivalence et ]'on considere le « passage au quotient» de f :

f: ElKer(f) — F
x — f®

i. Montrer que f est bien définie.

ii. Montrer que ? est injective.

Exercice 3 (preuve par 9).

Formaliser et justifier la « preuve 2! par 9 » présentée dans cette vidéo a I'aide de la congruence modulo 9.

Exercice 4 (divisibilité dans N*).
On considere la relation binaire sur N* définie par :

vm,neN*, m < ne<3keN*, n=mk

1. Montrer que < est une relation d’ordre %,
2. Justifier que cet ordre n’est que partiel.
3. Dans cette question, on considere la partie A ={1,2,...,9}.
(a) Représenter le diagramme de Hasse pour A (de bas en haut).
(b) Lapartie A admet-elle un minimum?
(c) Lapartie A admet-elle un maximum?
(d) Lapartie A admet-elle une borne supérieure?

(e) Lapartie A admet-elle des éléments maximaux?

[1]. 1l s’agit de la relation de commensurabilité : deux longueurs sont commensurables lorsqu’elles ont une « commune mesure »

[2]. Ce procédé permet de détecter une erreur, mais pas de valider un résultat
[3]. Il s’agit de la divisibilité que I'on note souvent: m | n 1


https://www.youtube.com/watch?v=lvc2Bwil6cQ

Exercice 5. ?g%

Soit E un ensemble et f: E — R une application injective.
On consideére la relation binaire sur E définie par :

Vx,yeE, x = y= f(x) < f(y)
1. Montrer que < est une relation d’ordre.

2. S’agit-il d’'une relation d’ordre totale?

Exercice 6 (ordre produit). @

Soit (E,<g ) et (F, <F ) deux ensembles ordonnés.
On consideére la relation binaire sur E x F définie par :

V(x,»), &, YV €EXE (x,y) = (x,y) = x=px'ety=py
1. Montrer que < est une relation d’ordre 4/,

2. S’agit-il d'une relation d’ordre totale dés que <g et <r le sont?

Exercice 7 (ordre lexicographique). @
On considere la relation binaire sur R? définie par :
VX, ), (YN eR?, (x,)) = (¥, y) = x<xXou(x=xety<y)
1. Montrer que < est une relation d’ordre .

2. S’agit-il d’'une relation d’ordre totale?

[4]. 1l s’agit de la relation d’ordre produit que I'on peut généraliser a :
e R” pour définir un ordre sur les n-uplets
o RN pour définir un ordre sur les suites réelles

o RR pour définir un ordre sur les applications réelles a une variable réelle

[5]. 1l s’agit de ]'ordre lexicographique



