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Premiers &léments d'arithmétique dans Z

© Premiers éléments d’arithmétique dans Z

Sauf mention contraire, a et b désignent des entiers relatifs.
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Premiers &léments d'arithmétique dans Z

Définition

On dit que a divise b ou que a est un diviseur de b ou que b est un multiple de a si :

dkeZ b=ka

N

7/
'@' Notations

@ Si a divise b, on note : alb
o L'ensemble des diviseurs de b est noté 2(b)
o L’ensemble des multiples de a est noté aZ

g Exemples

Déterminer 2(12) et 2(10).
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Premiers &léments d'arithmétique dans Z

N ! d 0 .

'@'Cas particuliers

| o 1 et -1 divisent tous les entiers mais ne sont divisibles que par 1 et -1
o 0 est multiple de tous les entiers mais n'est diviseur que de lui-méme

\

! 7/
'@' Relation d’ordre

La relation de divisibilité dans Z est réflexive et transitive mais n’est pas une
relation d'ordre car elle n'est pas antisymétrique, contrairement a la divisibilité
dans N. D’ailleurs, pour cet ordre (partiel), le plus petit élément est 1 et le plus
grand est 0. Enfin, la divisibilité dans N* est liée a I'ordre (total) naturel de N* :

alb=>a<b
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Premiers &léments d'arithmétique dans Z

Propriété (division euclidienne)

Si b est non nul, alors il existe un unique couple (q,r) € Z2 tel que :

a=bqg+r avec 0=<r<|b|

N ! 7/ .
'@'Vocabulalre

Déterminer les entiers g et r, c'est effectuer la division euclidienne de a par b.
a est le dividende, b le diviseur, q le quotient et r le reste.

Exemples
| o Effectuer la division euclidienne de -56 par 17
o Effectuer la division euclidienne de 32 par -7
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Premiers &léments d'arithmétique dans Z

Définition (pged)

Soit (a,b) #(0,0).
Le Plus Grand Commun Diviseur de a et b, noté pgcd(a, b), est le plus grand entier
positif qui divise a la fois a et b.

Propriété (théoréme de Bézout)

Si (a,b) #(0,0), alors il existe un couple (u,v) € Z?2 tel que :

ua+ vb = pged(a, b)

.

[N

| Le couple (u,v) dans I'identité de Bézout n’est pas unique.
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Premiers &léments d'arithmétique dans Z

g Exemple

o Déterminer pgcd(12,10).
@ Trouver une identité de Bézout entre 12 et 10.
o En déduire une autre identité.
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Premiers &léments d'arithmétique dans Z

Algorithme d’Euclide étendu

Il permet de calculer simultanément pged(a, b) et deux entiers u et v tels que :
au+ bv = pged(a, b)

On peut supposer a= b >0 sans perdre de généralité 2.

On calcule une suite (ry)ien de restes obtenus par divisions euclidiennes
successives a partirde g=aetrp=b:

@ rg=riqr+rpavec 0<rp<n

@ rp=rpgp+r3avec 0<r3<n

o ...

@ ry o=r_1q_1+ravec0=<sr <re_q
© ry_1=riqy+rii1 avec 0=<ry 1 <rg

Ainsi que deux suites (ug) e €t (Vi) ken définies par une récurrence d’ordre 2 :
ug=1, uy =0
° *
VkeN", upiq = U1 - uKq
= = °
o %) 0,*v1 1 ; e
Yk eN", Vjy1 =vk-1— Vkdk

[~

a. Cela vient du fait que pgcd(a, b) = pged(lal,|bl) et pged(a,0)=a 10/ 29



Premiers &léments d'arithmétique dans Z

fAIgorithme d’Euclide étendu (fin)
En notant r, le dernier reste non nul ¢, on ab.
pged(a, b) = pged(rn, rpy1) = pged(rn,0) = rp = aup + bvp

Dans la pratique, on pourra utiliser un tableau pour effectuer les calculs :

ke uk v ax

0 366 1 0

I 5 0 1 6 (366=6x56+30)
2 30 1 -6 1 (56=1x30+26)
3 26 -1 7 1  (30=1x26+4)
4 4 2 -13 6 (26=6x4+2)
5 2 -13 8 2 (4=2x2=0)
6 0

On en tire :

pgcd(366,56) =2 et 2=366x (~13)+56 x 85

a. La suite des restes étant une suite strictement décroissante d’entiers positifs, on obtient

nécessairement un reste nul au bout d'un nombre fini de divisions. Vamnes
b. Cela repose sur les deux résultats suivants : ;t :
@ Si r est le reste de la division euclidienne de a par b, alors pgcd(a,b) = pged(b,r) ooz

@ Pour tout keN, ry =auy +bvy




Premiers &léments d'arithmétique dans Z

g Exemples

| o Déterminer une identité de Bézout entre 17 et 9
o Déterminer une identité de Bézout entre -48 et 27
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Premiers &léments d'arithmétique dans Z

Montrer que pgcd(a,b) est le plus grand élément de I'ensemble des diviseurs
communs 3 a et b, au sens de la divisibilité ¢.

a. Il s’agit de montrer : Vd€Z, (d|a et d|b) = d|pgcd(a,b)

ppcm

Le Plus Petit Commun Multiple de a et b, noté ppcm(a,b), est le plus petit
entier strictement positif qui soit multiple de a et b.

Montrer que ppcm(a,b) est le plus petit élément de I'ensemble des multiples
communs 3 a et b, au sens de la divisibilité 9.

a. Il s’agit de montrer : YmeZ, (alm et blm) = ppcm(a, b)lm

Vannes




Premiers &léments d'arithmétique dans Z

Définition (entiers premiers entre eux)

On dit que a et b sont premiers entre eux si pgcd(a,b)=1.

Propriété (caractérisation)

a et b sont premiers entre eux si et seulement s'il existe un couple (u,v) € Z? tel que :

ua+vb=1

gPreuve

Démontrer la propriété.
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Premiers &léments d'arithmétique dans Z

gLemme de Gauss

Montrer que si a divise bc tout en étant premier avec b, alors a divise c.

&
| Montrer que : pged(a, b) x ppcm(a, b) =|abl
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Premiers &léments d'arithmétique dans Z

Définition (entier premier)

On dit qu'un entier n>=2 est premier si ses seuls diviseurs positifs sont 1 et lui méme.

4

| @ Montrer que tout entier n=2 admet un diviseur premier.

@ En déduire que I"ensemble & des nombres premiers est infini.
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Premiers &léments d'arithmétique dans Z

Propriété (décomposition en facteurs premiers)

Tout entier n=2 admet une unique décomposition de la forme :

ar

n=pitpy2..p;

ol les py sont des nombres premiers vérifiant p; <pp <---<pr
et les aj des entiers naturels non nuls.

Cette décomposition peut aussi s'écrire :

n= ] p*»

peZP
avec ap=0si pe{p1,....pr}
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Premiers &léments d'arithmétique dans Z

@ Décomposer en facteurs premiers 60 et 50.

@ Calculer puis décomposer en facteurs premiers :
o pgcd(50,60)
e ppcm(50,60)

© On considére a et b des entiers (=2) tels que :

a=[] p% et b=1]] pPr
peZP peZP

Conjecturer la décomposition en facteurs premiers de :
e pgcd(a,b)
e ppcm(a,b)
Q Retrouver la formule pged(a, b) x ppcm(a, b) = |abl.
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Congruence modulo n

© Congruence modulo n

Sauf mention contraire, n désigne un entier naturel, et a,b des entiers relatifs.
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Congruence modulo n

Définition (congruence modulo n)

On dit que a et b sont congrus modulo n s'ils ont le méme reste dans la division
euclidienne par n, autrement dit si a— b est multiple de n ou encore s'il existe k€ Z tel
que a= b+ kn.

Ny

Q

Si a et b sont congrus modulo n, on note : a=b modn

La congruence modulo n est une relation d’équivalence sur Z
o L’ensemble des classes d'équivalence est Z/nZ = {5,T,...,n—1}

F=b<>a=b modn

@ Si r est le reste de la division euclidienne de a par n, alors a=T7

¥

Par abus?, il est possible de noter tout simplement :

@ «a=b>» aulieude « a=b modn »

@ «a»aulieude «3» etdonc « a=b » au lieu de « 3=b »

[~

a. En I'absence d’ambiguité et lorsqu'on maitrise pour ne pas perdre le contréle
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Congruence modulo n

Propriété (la congruence respecte I'addition et la multiplication)

Sia=a modnetsi b=b' modn,

alors
atb = a+b mod n
ab a'p mod n

1\

o La congruence respecte aussi la puissance @
Sia=b modn, alors ak=bk modn

o On peut définir sur I'ensemble Z/nZ une addition et une multiplication

a+b =a+b

et axb =axb

o Muni de ces deux opérations, Z/nZ a une structure d'anneau commutatif
qui permet de calculer "comme d'habitude" SAUF pour les inverses

a. Les formules 2Kt/ =2Kal et a

Kl :(ak) sont encore valables modulo n

Vannes
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Congruence modulo n

© Pour tout a€ Z/57, déterminer son opposé —a.
@ Dresser la table de multiplication de 7/5Z.

© Reprenez les questions précédentes avec Z/6Z.
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Congruence modulo n

Définition (inversible modulo n)

On dit que a est inversible modulo n s'il existe be Z tel que :
ab=1 modn

Dans ce cas, b est unique modulo n, appelé inverse de a modulo n et noté a1l modn.

1

0 n'est jamais inversible modulo n, 1 I'est toujours

)
‘ o On dit aussi que 3 est inversible dans Z/nZ s'il existe be Z tel que ab=1
On note (Z/nZ)* I'ensemble des inversibles de Z/nZ

o Contrairement a ce qui se passe dans R, dans Q, dans C ou tout autre
« corps », un élément non nul de Z/nZ n’est pas toujours inversible

o R* =R\ {0} mais (Z/nZ)* n'est pas égal a (Z/nZ)\{0} en général
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Congruence modulo n

@ A l'aide des tables de multiplication précédentes, déterminer les éléments
inversibles et leurs inverses dans Z/5Z et Z/6Z.

@ Comment peut-on expliquer cette différence ?
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Congruence modulo n

Propriété (CNS pour &tre inversible modulo n)

a est inversible modulo n si et seulement si pged(a,n) =1.

Dans ce cas, a~l mod n est fourni par une identité de Bézout entre aet n :
siau+nv=1, alors au=1 modn et donc al=y modn.

\?
o L’algorithme d'Euclide étendu entre a et n permet de décider si a est
inversible modulo n, mais aussi de calculer son inverse le cas échéant
e Si n=p est premier, tout élément non nul de Z/pZ est inversible @ et

(z/pZ)* = (2/pZ)\ {0} = {T,E,...,ﬁ}

a. |l s’agit d'un « corps fini » a p éléments
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Congruence modulo n

W

I Démontrer cette propriété.
‘ O Résoudre 3x+2=0 dans Z/5Z puis dans Z/6Z.

@ Résoudre 5x+4 =1 dans Z/6Z.
© Résoudre 4x2 +2=0 dans Z/5Z puis dans Z/6Z.

@ A l'aide des tables de multiplication précédentes, que peut-on remarquer
concernant les éléments non inversibles dans Z/6Z?

@ 1 est toujours un carré mais combien posséde-t-il de racines carrées dans
Z/5Z7 dans Z/6Z7 dans Z/8Z7

© Tous les éléments de Z/5Z sont-ils des carrés?
Q Que se passe-t-il dans R? dans C? )t, °

T



Congruence modulo n

@Inverser une matrice a I'aide de sa comatrice
Soit A= (a,-j)1<, ., une matrice a coefficient dans un anneau commutatif K.
<ij<n

o Le cofacteur d’indice i,j de A est défini par :
(—1)i+jdet(A;J)

ou A;; est déduite de A en supprimant la i-éme ligne et la j-éme colonne.
o La matrice des cofacteurs, appelée comatrice, vérifie :

A(Com(A))t = (com(A))tA =det(A)ln

@ A est donc inversible si et seulement si det(A) est inversible dans K.
Dans ce cas, on a :

Al =det(A)™! (com(A))t
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Congruence modulo n

@ Z/nZ est un anneau commutatif
o Le deuxiéme point se démontre a I'aide des formules de Laplace? :

e par rapport a la colonne j :

det(A) = i (-1)7 det(4; )
i=1

)
o par rapport a la ligne /i :

det(A) = i (1) det (A;)
j=1

o Si K est un corps?, det(A) est inversible si et seulement s'il est non nul.

o Si K=27Z/nZ, det(A) est inversible si et seulement s'il est premier avec n

a. Ces formules sont utilisées pour développer un déterminant selon une colonne ou une ligne

b. Par exemple, R ou Z/pZ avec p premier
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Congruence modulo n

glnversion modulaire d’'une matrice

-1
3 2
o Calculer( 4 6 ] mod 21

1 2 3\
@ Calculer 0 1 2 mod 35
-1 -4 -1
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